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Resumen

La presente tesis esta dedicada al estudio de los codigos con la métrica del rango
sobre cuerpos finitos, con especial énfasis en su estructura algebraica y en las co-
nexiones combinatorias que los vinculan con areas de las matematicas discretas, en
particular con la teoria g-andloga de disenos. Se introducen las nociones fundamen-
tales de los codigos con métrica de rango y de los disenos g-anédlogos, estableciendo
el marco conceptual necesario para los desarrollos posteriores.

Se presentan resultados originales sobre la relacién entre cédigos dualmente AMRD
y disenos combinatorios, identificando condiciones bajo las cuales estos codigos dan
lugar a disenios g-analogos. En particular, se demuestra que los vectores de peso
minimo de ciertos c6digos dualmente AMRD con pardmetros [2d, d, d] generan sis-
temas g-analogos de Steiner, ofreciendo asi una interpretacién combinatoria precisa
de estas estructuras algebraicas.

Ademas, se analiza la descomposiciéon de codigos MRD en términos de codigos sim-
ples. Se introduce el concepto de cédigos MRD completamente reducibles y se de-
muestra que es posible descomponer ciertos cédigos MRD como suma directa de
codigos simples. Este enfoque proporciona una caracterizacién mas detallada de la
estructura interna de los cédigos MRD, destacando el papel fundamental de los cédi-
gos de Gabidulin.

Palabras clave: cédigos con la métrica del rango, cédigos MRD, disenos g-
analogos, sistemas de Steiner, descomposicién de coédigos, cédigos simples,
teoria de codigos.

Abstract

This thesis is devoted to the study of codes endowed with the rank metric over
finite fields, with particular emphasis on their algebraic structure and on the combi-
natorial connections that link them to areas of discrete mathematics, especially to
the g-analog theory of designs. The fundamental notions of rank-metric codes and
g-analog designs are introduced, establishing the conceptual framework necessary
for the developments that follow.

Original results are presented regarding the relationship between dually AMRD co-
des and combinatorial designs, identifying conditions under which these codes give
rise to g-analog designs. In particular, it is shown that the minimum weight vectors
of certain dually AMRD codes with parameters [2d, d, d] generate g-analog Steiner
systems, thereby offering a precise combinatorial interpretation of these algebraic
structures.
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Furthermore, the decomposition of MRD codes in terms of simple codes is analyzed.
The concept of completely reducible MRD codes is introduced, and it is shown that
certain MRD codes can be decomposed as direct sums of simple codes. This ap-
proach provides a more detailed characterization of the internal structure of MRD
codes, highlighting the fundamental role of Gabidulin codes.

Keywords: Rank metric codes, MRD codes, g-analogues of designs, Steiner
systems, code decomposition, simple codes, coding theory.
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Introduccidén

La teoria de cédigos es una rama de las matematicas discretas, relacionada con
la teoria de la informacion, que estudia la construccién de métodos efectivos para
detectar y, eventualmente corregir errores, producidos durante la transmisién de in-
formacién de manera eficiente y robusta. El origen de esta disciplina se remonta a
mediados del siglo XX, cuando en 1948, Claude Shannon en el clasico articulo “ A
mathematical Theory of Communication” [34], formalizé la teoria de la informacion,
planteando la necesidad de métodos para detectar y corregir errores en sistemas de
comunicaciéon. A partir de sus trabajos pioneros, la teoria de cédigos evolucioné rapi-
damente, con importantes contribuciones de matematicos como Richard Hamming,
quienes introdujeron el concepto de codigos de correccion de errores. En las décadas
siguientes, surgieron diversas clases de cédigos, entre ellas los c6digos de Hamming,
los c6digos BCH, los c6digos Reed-Solomon, y los cédigos de menor distancia, que se
convirtieron en fundamentales en la ingenieria de telecomunicaciones y computacion.

La necesidad de manejar un mayor flujo de datos en los sistemas de comunicacion
actuales, ha motivado el deseo de construir nuevos tipos de codigos y de elaborar
para ellos algoritmos eficientes de decodificacién. En dicha busqueda de mejores
herramientas han surgido los cédigos de red, también llamados codigos de subes-
pacios. En [37] D. Silva, F. R. Kschischang y R. Kotter presentan la construccién
de cédigos de red via coddigos con la métrica del rango, estableciendo asi la primera
conexién entre los cédigos con la métrica del rango y los cédigos de red. En [30]
se propone un esquema basado en codigos con la métrica del rango para proteger
una comunicacién en redes contra presuntos espias y en [26] se muestra que los
c6digos con la métrica del rango pueden ser empleados para corregir errores en una
codificacion de red coherente o no coherente. Por todo esto los codigos con la métri-
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ca del rango han sido objeto de gran estudio e investigacion en los ultimos diez anos.

En la literatura hay dos tipos de estructuras denominadas codigos con la métrica
de rango: los cddigos F m-lineales (6 cddigos vectoriales) y los cédigos F,-lineales
(6 cédigos matriciales). Los primeros son subespacios k-dimensionales del espacio
vectorial Fy., n-dimensional sobre el cuerpo finito Fym con ¢™ elementos, denotado
C < Fym, en los cuales se define la distancia rango entre dos vectores distintos v
y u como el nimero maximo de coordenadas linealmente independientes sobre el
cuerpo I, del vector diferencia v — u, considerando a F,m como un espacio vecto-
rial sobre [F,. Los segundos son subespacios vectoriales ¢-dimensionales del espacio
[y ™™ de las matrices de tamano n X m con entradas en el cuerpo finito F,, en este
caso escribiremos C' < Fp*™, donde la distancia rango entre dos vectores A y B se
define como el rango usual de la matriz diferencia A — B sobre F,. Puesto que cada
cédigo F,m-lineal tiene un cédigo IFy-lineal asociado que conserva todas sus propie-
dades, entonces todo cdédigo F,m-lineal puede considerarse como un cédigo IFy-lineal
(lo contrario no siempre es cierto).

Para los cédigos F,m-lineales o [F-lineales la minima distancia rango d esta aco-
tada por la cota de Singleton. Esto quiere decir que d < n — % + 1 para el caso
de codigos [Fy-lineales y d < n — k + 1 para cédigos F,m-lineal. Los cédigos con
distancia minima maxima, es decir, que alcanzan dicha cota de Singleton son llama-
dos cédigos MRD (en inglés Mazimum Rank Distance). Dentro de los cédigos con
la métrica del rango, los cédigos MRD estan entre los més importantes, puesto que
al tener distancia minima méaxima tienen mejor capacidad en la correccion de errores.

En 1985 E. Gabidulin en su clésico articulo [20] construye la primera familia de
cédigos MRD. Esta familia de cédigos MRD de Gabidulin y por lo tanto una familia
de cédigos MRD de Delsarte al considerar sus cédigos de Delsarte asociados, estos
se construyen usando polinomios linealizados y se comportan como los cédigos de
Reed-Solomon de la teoria clasica de cédigos. Dichos codigos se denominan codigos
MRD de Gabidulin clasicos. En [37] los autores establecen un eficiente algoritmo de
decodificacion para codigos MRD de Gabidulin, mostrando su potencial importancia
en las aplicaciones en el manejo de informacién. Por muchos afos los tinicos cédigos
MRD conocidos fueron los cédigos MRD de Gabidulin clésicos. Sin embargo, re-
cientemente el investigador J. de la Cruz en un trabajo conjunto con M. Kiermaier,
A. Wassermann y W. Willems titulado Algebraic structures of MRD Codes [15],
lograron establecer por primera vez la existencia de cédigos MRD de Delsarte no
equivalentes a los codigos MRD de Gabidulin clésicos, para el caso m = n y distan-
cia minima d = n, usando resultados de la geometria finita.
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Por otra parte, al estudiar un cédigo C' con la métrica del rango es de gran interés
saber qué tan lejos esta la distancia minima de alcanzar la cota de Singleton y ser
C un codigo MRD. La diferencia entre estas dos cantidades es definida por J. de la
Cruz y coautores en [14] como el defecto del cédigo. Exactamente se define el defecto
“Rdef” de un [n, k, d]-cédigo F,m-lineal como Rdef(C') =n — k+ 1 — d y entonces
los c6digos MRD son de defecto Rdef = 0. Con base en el concepto del defecto se
define en este mismo trabajo [14] la familia de los cédigos AMRD Fm-lineal (almost
MRD en inglés) como aquellos con defecto 1 y se establecen resultados importantes,
que corresponden exactamente con los establecidos en la teoria de codigos clasica.

Existe una fuerte relacion entre los subconjuntos de un conjunto y los subespa-
cios de un espacio vectorial, explicados por numerosos autores, ver [11, 21, 40] y
las referencias en ellos. Por lo tanto, es natural preguntar qué estructuras combina-
torias pueden generalizarse desde conjuntos (el caso ¢ — 1) a espacios vectoriales
sobre F,. Para un ¢-(n, k, \) disefio y sistemas Steiner, esta pregunta fue estudiada
por primera vez por Cameron [8, [9] y Delsarte [16] a principios de los afios setenta.
Especificamente, sea F un espacio vectorial de dimension n sobre el cuerpo finito
[F,. Luego, un t-(n, k, \) diseno sobre F, se define en [8, 9] [16] como una coleccién de
subespacios k-dimensionales de [y, llamados bloques, de manera que cada subespa-
cio t-dimensional de F} estd contenido exactamente en A bloques. Tales t-(n, k, A)
disenos sobre F, son los g-analogos de los disenos convencionales. Por analogia con
el caso ¢ — 1, se dice que un t-(n, k, 1) diseno sobre F, es un g-sistema Steiner, y se
denota S(t, k,n),.

El interés en g-anédlogos de codigos y de disenos se ha incrementado en los tltimos
anos debido a sus aplicaciones en la correccion de errores en la codificacion de red
aleatoria. Un codigo de red C' que consiste de subespacios k-dimensionales de un
espacio vectorial n-dimensional sobre F, con distancia minima d > 2(k —t+ 1) tiene
a lo mas tamano |C| si y solo si las palabras cédigo forman un S(t, k, n), sistema
Steiner, el g-andlogo de un sistema Steiner S(t, k,n). Podria decirse que el problema
abierto mas importante en este campo es la existencia de un 2-(7, 3, 1),, ya que tiene
el conjunto de parametros admisibles mas pequeno de un g¢-sistema de Steiner no
trivial con ¢ > 2. Es conocido como un g-anélogo del plano de Fano. Esta es una de
las razones por las que estamos interesados en la existencia y construccion de tales
sistemas.

La presente tesis esta dedicada al estudio de los c6digos con la métrica del rango,
con especial énfasis en su estructura algebraica y en las conexiones combinatorias
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que los relacionan con areas de las matematicas discretas, en particular con la teoria
de disenios g-andlogos. La tesis se organiza en cuatro capitulos. En el Capitulo 1 se
presentan los preliminares necesarios, incluyendo resultados bésicos sobre coeficien-
tes gaussianos, polinomios ciclotémicos y teoria de cédigos. El Capitulo 2 introduce
las definiciones y propiedades fundamentales de los codigos con la métrica del rango
y de los disenos g-andlogos, que serviran como base conceptual para los desarrollos
posteriores. El Capitulo 3, que contiene resultados nuevos y originales, esta dedicado
al estudio de la conexion entre estas dos estructuras, con énfasis en las condiciones
bajo las cuales un codigo dualmente AMRD da lugar a un diseno g-analogo. En
particular, se establece como es posible obtener sistemas de Steiner g-analogos a
partir de los vectores de c6digos dualmente AMRD con pardametros [2d, d, d]. Final-
mente, en el Capitulo 4 se analiza la descomposicion de codigos MRD en terminos
de codigos MRD simples.



CAPITULO 1

Preliminares

Este capitulo introduce las herramientas algebraicas y combinatorias necesarias
para el desarrollo de la tesis. Se abordan nociones fundamentales de la teoria de cédi-
gos y de disenios, tanto en su formulacién clasica como en sus extensiones g-analogas.
Estas nociones seran esenciales para comprender las construcciones y resultados que
se desarrollan en capitulos posteriores.

1.1. Coeficientes gaussianos y polinomios ciclotomi-
cos

En teoria combinatoria y algebra lineal sobre cuerpos finitos, los coeficientes
gaussianos (también conocidos como coeficientes binomiales g-andlogos) juegan un
papel fundamental en el conteo de subespacios vectoriales. Son la generalizacién
natural de los coeficientes binomiales clésicos, adaptados al contexto de espacios
vectoriales sobre un cuerpo finito F,.

1.1.1. Coeficientes gaussianos

Definicién 1.1.1. El ¢g-analogo de un entero n no negativo, se define como

[y = =¢" ot L

13
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y el g-factorial de n como

Note que, si ¢ = 1 da [n]; = n y [n]i! = nl. Usando esta notacion, definimos el
coeficiente binomial gaussiano g-ario.

Definicién 1.1.2. Sean ¢ una potencia prima, n y k enteros. El coeficiente gaussiano
q-ario, [Z]q, de n sobre k se define como el niimero de subespacios de dimensién k
en un espacio vectorial de dimensiéon n sobre [F,. Su expresién explicita es:

0 sin<0, k<0,0n <k,
{ﬂ — 1 sik=0yn>0,
q m 81k§n

Note que, si ¢ = 1 se tiene [Z]q = (Z) Es importante senalar que, a partir de la
definicion del coeficiente gaussiano, se deduce que

0 sin<0,b<0,0on<k,
{n} = 1 sik=0yn>0,
k], (D@Dt 1) g

(gF=1)(g*=1-1)...(¢—1)

Estos coeficientes satisfacen propiedades andlogas a los coeficientes binomial
clasicos, tales como simetria y recurrencia:

Lema 1.1.3. Sean a,b,r enteros. Entonces

1. 3], =[], =1 paraa >0,

2 [il, = L),

3 [, 0, = 01, [,

4- [, =%, + 5], peraa b1,

5. i(—l)’q(é) mq =0 para a > 1.

Si se considera el espacio vectorial [ entonces m . cuenta el nimero de subespa-
cios vectoriales de dimensién k. Esto es fundamental en el estudio de cédigos lineales
y de disenios g-anélogos, donde el objeto basico no son conjuntos de elementos, sino
subespacios de un espacio vectorial.
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1.1.2. Polinomios ciclotémicos

Otra herramienta fundamental en la teoria algebraica sobre campos finitos es el
uso de polinomios ciclotomicos, los cuales aparecen de forma natural en la factoriza-
cién de polinomios como x™ — 1 sobre campos finitos. Su estudio permite comprender
las raices de la unidad y su papel en estructuras como los cédigos ciclicos o conste-
laciones simétricas.

Definicién 1.1.4. El n-ésimo polinomio ciclotémico ®,(x) se define como el poli-
nomio minimal sobre Q cuyos ceros son las raices primitivas n-ésimas de la unidad,
es decir:
Ou(r)= ] (@—¢h),
1<k<n
ged(k,n)=1

donde ¢, = e?™V =1/ ¢ la n-ésima raiz compleja de la unidad y ged(k,n) denota el
maximo comun divisor de k£ y n.

En campos finitos F,, los polinomios ciclotémicos permiten descomponer z" — 1
como producto de polinomios irreducibles, lo cual es clave para analizar la estructu-
ra de ciertos tipos de cédigos (como los ciclicos) y estudiar propiedades algebraicas
relacionadas con la periodicidad y la simetria.

Observacion 1.1.5. Alguna propiedades importantes de los polinomios ciclotomi-
cos, las cuales presentamos sin demostracion, son las siguientes.

1. Los polinomios ciclotémicos son irreducibles sobre Q y, en algunos casos, tam-
bién sobre [F,.

2. Se cumple que:

2" —1 =[] ®al2).

dn

Expresién que permite computar recursivamente los polinomios ciclotomicos.

Para cada n € N definimos y denotamos el conjunto [n] = {1,2,...,n}. Ademas,
{z} denota la parte fraccionaria de z, es decir {z} := 2 — |z].

Lema 1.1.6 ([10]). Los coeficientes gaussianos [Z]q son polinomios en q y se pueden

factorizar como

Bj _ H(@i(q))t%—t%—t"%ﬂ_ (1.1)

=1
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Demostracion. Como

q”—leCDi(q), para i € [n]

(1 —¢’) tenemos

—3

y notando (¢; ¢)m =

j=1

(=1)™(q; q)m = H [ @ia)

Por lo tanto,

i=1 i=1
= [(@i(g)tei-tet,
=1

Asi obtenemos ([1.1). Como k+ (n—k) =ny |a] + |b] < |a+b], todos los indices
de potencia en la parte derecha de (1.1) no son negativos, lo que implica que los
coeficientes gaussianos son polinomios en gq. L]

Teorema 1.1.7. Los coeficientes gaussianos [’,ﬂq no tienen multiples raices.

Demostracion. Es suficiente probar que la factorizacion de [Z] ,on factores irreduci-
bles no contienen factores repetidos. Usando la siguiente desigualdad para ntmeros
reales |a| + [b] + 1> |a+b] y la factorizacién (1.1)), obtenemos

EJ _ EJ _ {”;kJ <1, para i€ [n].

Dado que ®; son pares de primos relativos, se deduce que [Z]q no tienen multiples
raices. O]
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De la Combinacién del Lema y el Teorema [1.1.7, se deduce el siguiente
resultado.

Teorema 1.1.8. El numero total de factores irreducibles de [Z]q viene dado por

> (w(n—i+1)—v(i))

i=1
donde v(m) es el numeros de divisores de m.

Note que ®1(1) =0, y para n > 1,

B, (1) = p, sinm =p™ para algin nimero primo p,
") 1, en otro caso,

lo que resulta directamente de la construccién de @, (z):

P —1 2l siptn
O, (x) = D, () = On(x) 2 ’
p() r—1 y p(T) { O, (z7), sip|n,

donde p es un nimero primo.
Lema 1.1.9. Sean a,b enteros. Se verifican los siguientes hechos:

1. 8ib < a, entonces [Z]q = [ ®i(q), donde I, :={i € [a] : {b/i} > {a/i}}.

i€,

2. Sean n y m enteros positivos. Si ged(P,(q), Pm(q)) > 1, entonces = es una
potencia de un nimero primo, es decir, ;- = p* para algin nimero primo p.

Lema 1.1.10. Sean a,b enteros con b < a. Se verifican los siguientes hechos:

1. [].= II ®xlg), donde Kop:={k € [a] :b méd k >a mod k}.

’ k€K,
2. [4]. = TI ®,(q), donde Jop:={j € [a] : ((a—b) méd j)+ (b méd j) > j},

blg .
jeJa,b
y + es la suma usual en Z.

Demostracion. 1. Si x,y son enteros y y > 0, entonces {z/y} = %ﬁ’dy. Por lo
tanto I, = Kop.

2. Como J,p, = I, el resultado se sigue facilmente.
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Lema 1.1.11. Sean d,q € N. Entonces

i, L4,

= € 2.

i, L4,

Demostracion. Por el Lema [1.1.10] se tiene que

{dil}qz II @@ vy Lﬁ_dlh—

J€Ja,d-1

Sije[dy(l méd j)+(d—1 mdéd j) > j, entonces j € [2d] y (d+1 mdd j)+(d—1
méd j) > 7, por lo tanto Jya—1 C Jagq—1 y el resultado se sigue. O

1.2. Polinomios linealizados

En esta seccion se definirdn los polinomios linealizados y se demostraran resulta-
dos sobre ellos que seran muy importantes para definir una nueva familia de cédigos

con la métrica del rango.

Definicién 1.2.1. Un polinomio linealizado o un g-polinomio sobre el cuerpo Fym

es un polinomio de la forma

L(z) = apx + ay2? + aza:q2 +--+ ak:z:qk,

donde k € Ny y cada a; € Fym. El g-grado de un ¢g-polinomio L se define como el

maximo 7 tal que a; # 0y se denotard por gra,(L).

Lema 1.2.2. Sea L(x) = agx + a2 4+ a2% + - - - + apz? . Entonces

1. La aplicacion L : Fym — Fym, donde L(x) es un g-polinomio sobre Fym, es

una transformacion lineal sobre F,,.

2. El conjunto de las raices de un q-polinomio L(x) forma un F-espacio vectorial.

3. Toda transformacion lineal T : Fym — Fym sobre F, puede representarse como
una transformacion de la forma a — L(a), para algin q-polinomio L(x) con

q-grado a lo mas m — 1.
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Demostracion. 1. Veamos que L es una transformacion lineal. En efecto, sean
u,v € Fgm y A € IF,. Entonces
L(u—+ M) = ag(u + M) + a1 (u + Av)? + as(u+ M) + - + ap(u + )\v)qk
= aou + apAv + aju? + a A + asu? + ? + -+ gt 4+ AT
= (aou + a1u? + asu® + - - - + azu?") 4+ Magv + 107 + asv® + - + a?)
= L(u) + AL(v).

2. Sea R el conjunto de las raices del g-polinomio
L(z) = apx + ay2? + asz?® + -+ apa?.

Veamos que R es un F -espacio vectorial. En efecto, sean u,v € Ry A € F,,.
Entonces

L(u+ Av) = ag(u + M) + a1 (u + Av)? + as(u+ Ao)” + -+ + ap(u+ Av)?
= agu + agA\v + au? + a A + agqu + a4 akuqk +aw?

= (aou + ayu? + asu® + -+ apu?) + Magv + a10? + ayp?” + -+ ap?)
=0

3. Sea Ly, ., el conjunto de polinomios linealizados sobre Fy» de g-grado a lo mas
m — 1. Definamos la aplicacién ¢ : L, ,, — Homg, (Fgm,Fgm) como sigue:

o(f) =1y,

donde Ty(x) = f(z), para todo z € Fym. Claramente ¢ estd bien definida.
Ademas, por la parte a), se sigue que ¢ es una transformacién lineal. Veamos
que ker(¢) = 0. En efecto, si f € ker(y), entonces ¢(f) = 0, lo cual es
equivalente a f(x) = 0, para todo x € F;m. Lo anterior solo es posible si
f =0, lo cual demuestra lo que querfamos. Por conteo tenemos que |Ly, | =

g™ . Ademés |H0m1gq (qu,lﬁ‘qm)| = ¢™. Por todo lo anterior, concluimos que
| Lyn,m| = |Homp, (Fgn,Fym)| v se tiene el resultado.
O
Nota 1.2.3. 1. Si consideremos el conjunto

2 k—1
LmJg = {Clo.]? + G1$q + &2{13(1 + -+ ak,lxq Ta; € qu},

es claro que L,, ) es un espacio vectorial de dimension & sobre el cuerpo Fym.
Ademds, como consecuencia de la parte a) y c) de la proposicién anterior
Mat(m x m,F,) = L,, ,, como espacios vectoriales sobre F,.
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2. Notese que ademds de ser un espacio vectorial sobre F,, podemos dotar al
grupo abeliano L,,; con la estructura de anillo definiendo la multiplicacién
como la composiciéon modulo 21" — x, esto es, dados f,g € Ly, se define

(fog)(x) = flg(x)) méda® — .
De este modo se tiene que Mat(m x m,F,) = L, ,, como anillos.

3. Sea f € Ly Note que |ker(f)| < gra(f). Por lo tanto, se verifica que
dimg, ker(f) < gra,(f).

1.3. Teoria clasica de cdédigos

Esta seccién esta dedicada a la introduccién de los conceptos fundamentales de
la teoria clésica de cédigos, los cuales son esenciales para el andlisis posterior de los
cédigos con métrica de rango. Se definen los cédigos lineales, sus cédigos duales y
se describen algunas de sus propiedades mas relevantes.

1.3.1. Cbdigos lineales

Los codigos lineales juegan un papel importante dentro de la teoria de cédigos.
Esto debido a que se exige una estructura de espacio vectorial, lo cual nos permite
hacer uso de las herramientas del algebra lineal. Por ejemplo, al ser espacios vec-
toriales, los cddigos estan totalmente determinados por una base, es decir, no se
necesita presentar toda la lista de palabras cédigo.

Definicion 1.3.1. Sean € Ny Fy el F -espacio vectorial de dimension n. Si C' C Fy,
entonces decimos que C' es un cddigo de longitud n sobre IF,. A los elementos de C'
los llamaremos palabras-cédigo. Si |C| = k, entonces C' es un cédigo con pardmetros
[n, k].

El caso ¢ = 2, esto es, los codigos definidos sobre el cuerpo con dos elementos
s, es uno de los méas importantes en la teoria de cédigos y a este tipo de codigos se
le denominan cédigos binarios.

Definicién 1.3.2. Un cédigo C' de longitud n sobre el cuerpo F, se denomina
cddigo lineal si este forma un F -subespacio del espacio vectorial Fy. Si dimg, C' = £,
decimos que C' es un cédigo lineal con pardmetros [n, k].

Es posible representar codigos lineales a través de matrices generadoras y de
matrices de control de paridad.
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Definicién 1.3.3. Sea C' un cédigo lineal con parametros [n, k] y sea

g1 = (911, gi12; .-+, gm), gk = (gkla Gk2;y -, gkn)7

una base de C'. Denominaremos matriz generadora de C', a la matriz

g1 Ggi12 - Gin

g21 Gg22 -+ Qon
G=1|. . . .

gkr Gk2 c Gknd

Si la matriz G es de la forma G = [I}|A], donde I}, la matriz identidad de tamafio
k x k, entonces esta se denomina matriz generadora en forma estdndar.

Ejemplo 1.3.4. Consideremos el conjunto
C = {(z1,29, 3,21 + 12 + x3) : 7; € Fo}.

Claramente C' es un subespacio lineal de 3 sobre Fy y por lo tanto un cédigo lineal.
Una base para C' estd formada por los vectores (1,0,0,1),(0,1,0,1),(0,0,1,1). Por
lo tanto, una matriz generadora para C' seria

1 001
G=101 01
0 011

Note que G se encuentra en forma estandar.

Teorema 1.3.5. Sea C' un cddigo lineal con pardmetros [n, k]. Entonces G € Mat(kx
n,F,) es una matriz generadora de C' si, y solamente si

C ={2G:zcF:}.

Demostracion. Sea G € Mat(k x n,F,) una matriz generadora de C' formada con la
base g1, g2y ooy Gk, Y T = (21, Ta, ..., Ty) € F'qf. Obsérvese que ©G = 1191+ -+ xTpgr €
C, Por lo tanto, se obtiene la contencién {zG : = € Fi} C C. Si ahora ¢ € C,
entonces ¢ = x19; + - - - + g = (G, por consiguiente, se tiene la otra contencion.
De manera reciproca, supongamos que C' = {zG : x € IF’;}, donde las filas de G
son los vectores g1, ga, ..., gk € [Fy. Entonces, se tiene que x191 + -+ + kg € C,
para i, %2, ...,x; € F,. En particular, g1, g2, ...,9x € C. Ademas, si ¢ € C, entonces
c=1x191 + - + Trgx, para algunos xy, xs, ..., xx € Fy, por lo cual C' = (g1, g2, ..., gr)
y se sigue que (G es una matriz generadora de C. [
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Definicién 1.3.6. Sea C' un cédigo con parametros [n, k], con k < n. Decimos que
H € Mat(n — k x n, IFZ) es una matriz de control de paridad para C' si se verifica

C={zeF,:Ha" =0}

Un resultado importante es que si G = [I|A] es una matriz generadora de un
[n, k] cédigo C' en forma estdndar, entonces H = [—AT|I, ] es una matriz de con-
trol de paridad de C.

A continuacién daremos la definicion de la conocida distancia de Hamming. Esta
distancia es muy importante dentro de la teoria de cédigos debido a que nos provee
de técnicas que nos permiten detectar y corregir un ntimero determinado de errores.

Definicién 1.3.7. Sean x = (¥1,...,2,),y = (Y1,---,%a) € Fy. La distancia de
Hamming entre x y y, denotada d(x,y), se define como

dix,y)=[{ie{l,...,n} :x; # yi}|
Es decir, es el nimero de coordenadas en que difieren x y y.

Proposicién 1.3.8. La distancia de Hamming define una métrica invariante bajo
traslaciones. Esto es, si d: Fy x Fj — Ny se cumplen:

1. dlx,y) >0, ydx,y) =0 z=1y,
2' d<m7 y)_d(y7 );
d(z, y) < d(z, 2) + d(z y).
) =

4. d(z,y) =d(z+ z,z+y).
para todo x,y, z € Fy. Por lo tanto, (FZ, d) es un espacio métrico.

Definicién 1.3.9. Sea C' < Fy un [n, k] cédigo lineal. Si C' # 0, la distancia minima
de Hamming de un cédigo C', denotado d(C'), se define como:
d(C) = min d(x,y).

x,yeC
x#y

Si C' = {0}, definimos d(C) := 0. Si denotamos d = d(C), entonces diremos que C
es un c6digo lineal con pardmetros [n, k, d].

Para analizar con mayor detalle la estructura interna de los vectores en un codi-
go, es necesario introducir ciertos conceptos fundamentales relacionados con sus
coordenadas no nulas. A continuacién, se definen pardmetros esenciales.



1.3 Teoria clasica de codigos

23

Definicién 1.3.10. Sea x = (v1,...,2,) € Fy. El soporte de Hamming de X,
denotado por supp(x), es el conjunto de posiciones donde x es distinto de cero:

supp(x) :={i € {1,...,n} | x; # 0}.

El peso de Hamming de x, denotado wt(x), es la cantidad de coordenadas no nulas
de x, es decir,
wt(x) := [supp(x)].

Note que d(x,y) = wt(x — y).

Antes de introducir la nocién de peso minimo de un cédigo, observamos que el
peso de Hamming mide cudntas posiciones no nulas tiene un vector. Al extender
esta nocion a un codigo, es natural considerar el menor peso entre todos los vectores
no nulos del cédigo.

Definicioén 1.3.11. Sea ' < Fy un c6digo lineal de dimension k. El peso minimo
de Hamming de C', denotado wt(C'), se define como:

wt(C') = min wt(c).
c#0

En caso en que C' = {0}, definimos el peso minimo de C' como wt(C') := 0.

Observacion 1.3.12. Si x € Fj, entonces

wt(x) = [supp(x)| = [{i : ; # 0}] = d(x. 0).

Esta observacion deja claro que si C' es un codigo lineal, entonces su minima distancia
y su minimo peso coinciden, es decir d(C) = wt(C).

Definicién 1.3.13. Sea ¢ < Fj un cédigo lineal de dimensiéon k sobre F,. La
distribucion de pesos del cédigo C' es la lista Ag, Ay,..., A,, donde A;, también
denotado por A;(C), denota el nimero de palabras c6digo no nulas de peso i en C.
Es decir,

A; = {c e C :wt(c) =i},

para 1 <1 < n.

Para un cédigo lineal C' C Fy' de dimension k sobre Fy, se tiene que Ag = 1y
dado que C' es un subespacio de dimensién k sobre F,, entonces tiene ¢* elementos.

Por lo tanto .
> a-i
i=0
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Definicién 1.3.14. Sea C un [n, k,d] cdédigo. Definimos el polinomio enumerador
de peso de C', como

n
Wel(x) = E Ax".
i=0
y el polinomio enumerador de peso homogéneo, como

Wel(z,y) == We <%> = iAix”’y’.
i=0

Uno de los objetivos centrales en teoria de cédigos, es pretender alcanzar si-
multaneamente una alta eficiencia en la codificacion, es decir, una mayor dimension
y por otra parte, una buena capacidad de deteccion y correccion de errores, lo cual
requiere una distancia minima lo més grande posible. Sin embargo, estos dos objeti-
vos estan en conflicto, dado que aumentar uno tipicamente implica reducir el otro. La
cota de Singleton establece un limite fundamental que restringe la distancia minima
alcanzable por un codigo en funcién de su longitud y dimensién.

Teorema 1.3.15 (Cota de Singleton). Sea C' C Fy' un cddigo lineal con pardmetros
[n, k,d] sobre F,. Entonces
d<n-—k+1

Demostracion. Consideremos la funcion f : Fy — IF;L*d“, definida por
flxy, 20, 20) = (X1, T2y« o, Tp_gr1)-

Es claro que f estd bien definida. Ademas, si ¢1,c2 € C'y ¢1 # ¢, entonces f(cy) #
f(c2), de lo contrario, se tendria que d(c;,co) < d — 1, en contradiccién con la
propiedad de minimalidad de d(C') = d. Luego, se tiene que

¢" =[Cl = |f(O)] < [Fg~"| ="~
O

Definicién 1.3.16. Un cédigo lineal C' C Fy' con pardmetros [n, k,d] sobre F, se
denomina un cddigos MDS (Maximum Distance Separable) si alcanza la cota de
Singleton, es decir, si se cumple:

d=n—-—k+1.

Ejemplo 1.3.17. Sea m > 2 un entero. El cddigo de Hamming binario se define
como un cédigo lineal sobre el cuerpo Fy, con los siguientes pardametros:
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1. Longitud n: se construye el codigo a partir de todos los vectores no nulos de
F2'. Como hay 2™ — 1 de estos, se tiene n = 2" — 1.

. .z x(2m—1 .
2. Dimensién k: Sea H € Fy' "1 una matriz cuyas columnas son todos los
vectores no nulos de F7'. Entonces, el cédigo de Hamming se define como:

Ham(m) = {c € F5 | Hc' =0}.
por lo que su rango es m, y entonces:

k =mn —rango(H) =2 — 1 —m.

3. Distancia minima d: el cédigo de Hamming tiene una distancia minima d = 3.
En consecuencia, los parametros del cédigo de Hamming sobre el cuerpo Fq, son:
2m—1,2" —m—1, 3].

Note que, el cédigo de Hamming no alcanza la cota de Singleton, que en este caso
seria

d<m-k+1=02"-1)—-2"—-m-1)+1=m+ 1
Dado que para m > 2, se cumple 3 < m + 1, el codigo de Hamming no es un codigo

MDS.

Ejemplo 1.3.18. El cddigo de Reed-Solomon de longitud n y dimensién k sobre
IF,, se define como el conjunto de vectores obtenidos al evaluar todos los polinomios
de grado menor que k en n puntos distintos a;, ..., a, € F,. Formalmente,

Rsk,n = {(f(al)vf(OQ)? . ;f(an)) € FZ ’ f S Fq[x],deg(f) < k} :

Si f € F,[z] es un polinomio no nulo de grado menor que k, entonces tiene a lo sumo
k — 1 raices. Por lo tanto, el vector (f(ay),..., f(a,)) tiene a lo sumo k — 1 ceros,
es decir, su peso de Hamming es al menos n — (k — 1) = n — k + 1. Como esto se
cumple para todo cédigo no nulo, la distancia minima del cédigo es:

d=n—k-+1.

Este valor alcanza la cota de Singleton, por lo tanto, el cddigo de Reed—Solomon es
MDS.

Un cédigo de Reed—Solomon de pardmetros [n, k,d] con d = n — k + 1 tiene por
matriz generadora:

1 1 1
al a2 PR an
G=|ai o3 - ap | eMat(kx n,F,).
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1.3.2. Dualidad

En teoria de codigos, a cada codigo lineal se le puede asociar otro cédigo llamado
c6digo dual. Este codigo dual esta formado por todos los vectores que son ortogonales
a los vectores del cédigo original, segtin el producto escalar usual. Estudiar el codigo
dual nos ayuda a comprender mejor la estructura del cédigo original y a demostrar
propiedades importantes, como su distancia minima y su comportamiento frente a
errores.

A continuacién, definimos formalmente el codigo dual y presentamos algunas de sus
propiedades mas relevantes.

Definicién 1.3.19. El producto interior de dos vectores u = (uy,us,...,u,) y
v = (v1,2,...,v,) en F} es definido como

n
(u,v) = u' = Zuivi elF,.

i=1
Definicién 1.3.20. Sea C' un cddigo lineal de longitud n sobre F,. Definimos el
cédigo dual de C, denotado C*, como

Ch:={ueF}: (u,v) =0, para todo v € C'}.
Decimos que C' es auto-ortogonal si C C C* y es auto-dual si C' = C*.

Teorema 1.3.21. Si G es la matriz generadora y H es la matriz de control de
un [n, k]-cddigo lineal C' sobre F,, entonces C*+ es un [n,n — k|-cédigo con matriz
generadora H y matriz de control G.

Demostracion. Sean G una matriz generadora para C'y € C*. Entonces

r€Ct «— (x,v) =0 para todov € C
<= 20" para todo v = uG € C
< z(uG)" = 0 para todo u € F}
<= uGz' =0 para todo u € IF’;
— G2' =0.

Por lo tanto, C+ = {z € Fy - Gz’ = 0}, es decir, G es una matriz de control para
C*. Por otro lado, sea H una matriz de control para C. Dado que Hv' = 0 para
todo v € C'y que rang(H) = n — k, se tiene que existen n — k filas independientes
en H que pertenecen a C*. Ademds, si L es la transformacién lineal x — Ga,
entonces n = dimg, (Ker(L)) + dimg, (Im(L)) = dimg, C*+ + rang(G). Esto implica
que dimp, (C*) = n — k. Por lo tanto, las filas de H forman una base para C*, es
decir, H es una matriz de control para C*. O
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Corolario 1.3.22. Sea C' <F}. Entonces dimg, (F}) = dimg, (C) + diqu(CL).

Demostracion. Si dimg, (C') = k, entonces dimg, (C*) = n — k. Por lo tanto,

dimg, (C) + dimg, (C*) = k +n — k = n = dimg, (F}).
O
Teorema 1.3.23. Sea C' un [n, k]-cédigo lineal sobre F,.
1. Si C es un cddigo auto-dual, entonces n es par y su dimension es n/2.
2. (CH+=C
Demostracion. 1. Como C es un cédigo auto-dual, se tiene que dimp, C' = diquCL.

Luego, por el Corolario anterior,

n = dimp,C + dimp, C* = 2dimg, C.

2. Sea z € C, entonces (r,y) = 0 para todo y € C*. Por lo tanto, C C (C+)*.
Pero dimg, (CH)* = n— (n — k) = k = dimg,(C), con lo cual se tiene la

igualdad.
O

El siguiente teorema muestra que, para los cédigos autoduales sobre F, con g = 2
o 3, existe una cota menor que la cota de Singleton.

Teorema 1.3.24 ([29],[32]). Sea C un [n,n/2,d]-cédigo autodual sobre F,,.

1. 8i q =2, entonces

dg4&J+4 sin#22 mod 24
Y d§4{%J+6 sin =22 mod 24.
2. Siq =3, entonces
n
a<3| ] +3.
= 19 +

Los cédigos autoduales que satisfacen esta cota superior se denominan codigos
extremales. El cédigo de Golay binario extendido Gyy v el codigo de Golay ternario
extendido Gia, que seran definidos en la penultima seccién de este capitulo, son
codigos extremales.
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Ejemplo 1.3.25. Definimos el cddigo de Golay binario Gz como el [23, 12, 7]-cédigo
sobre Fy cuya matriz generadora es Gog = [I12 | A'], donde

e}

A=

_— = O R O O O == O
_ == O = O O O = =O
— O R — Ok, OO Ok =
— R O, FHF OF,OOORKR K
— R R O+, B, OF,OOOHR
—_ O =) = = O = = O+~ OO
—_ O O = = O F = O = O
—_ O O O~ Rk O+~ = O
—_ O O O RO RO

1
1
0
1
1
1
0
0
0
1
0
1

e = T e O s B S S S S = S e i

Es posible crear un c6digo mas largo a partir de un cédigo inicial dado. La forma
mas comun de extender un codigo es agregar una columna a la matriz generadora
de tal modo que la suma de las coordenadas de cada fila de la nueva matriz sea 0.
Si extendemos el cédigo de Golay binario Go3 de esta manera, obtenemos un nuevo
codigo llamado cddigo de Golay binario extendido Goy, de pardmetros [24, 12, 8], cuya
matriz generadora es Goy = [[12 | A], donde

0

_ O = = O = O OO O = = =
_ = O = = O = OO O =
_ = m Ok P O FF OO O
_ = =R R O kR Ok OO0
—_ O = = =O = =IO OO
—_ O O Bk B O RF kR OFk O

—_ O O O F = = O F = O -
—_— =0 O O = = = O RO
[ R e T T e e e e e

11
10
01
11
11
10
0 0
0 0
01
10
01
11

1
1
1
0
0
0
1
0
1
1
1

Un resultado clasico, ampliamente conocido, es que cédigo de Golay binario ex-
tendido Goy es [24,12,8]-cédigo extremal binario, con polinomio enumerador dado
por

W, (2, y) = 22 + 759 2'59® 4 2576 2'2y'% 4+ 759 28y'6 + ¢
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1.3.3. Identidades de MacWilliams

Las identidades de MacWilliams constituyen uno de los resultados fundamentales
en la teoria de codigos, ya que establecen una relacion precisa entre el enumerador de
peso de un cédigo lineal y el de su cdédigo dual. Estas férmulas permiten transferir
informacion estructural entre un cédigo y su ortogonal, facilitando el estudio de
propiedades como la distribucién de pesos, la autodualidad y la optimalidad. En
particular, las identidades de MacWilliams se expresan mediante transformaciones
combinatorias que involucran coeficientes binomiales y polinomios de Krawtchouk.

Teorema 1.3.26 (Identidades de MacWilliams). Sea C' un cddigo lineal sobre F,,
C* su dual y sean Wo(x) = 377 Aja? y Wea(x) = 377 At los enumeradores
de peso de C' y C*+ respectivamente. Entonces tenemos:

— n—J k—v - n=7\ 41
A — A <v<n.
Z( y ) i =q Z(n—v) j para 0 < v <n

J=0 J=0

De forma equivalente también se tiene:

n—ov n_ . v n_ .
(M;) Z< U‘])Aj:qk_vzcl_i)/lj para 0 < v < n.

7=0 j=0
(My) (‘7>A] = ¢ (-1)7j (” _7) (q—1)" A+ para0<v<n.
v n—uv
Jj=v j=0
1
(Mz) Weu(z,y) @Wc(y —z,y+(q—1)z).
1 n
(K) Aj_ = [ ZAiK;7q(i) para 0 < j < n,
=0
donde

Fa(i) = S (- 1p(g — 1) (j) (" B ) para 0 < v < n,

/l) —
=0 J

es el polinomio de Krawtchouk de orden n y grado k.

1.4. Teoria clasica de disenos

La teoria de disenos combinatorios es una rama de la combinatoria que estudia
la organizacion de elementos en subconjuntos de manera equilibrada segin ciertas
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reglas de incidencia. Los disenios de bloques o t-disenios permiten modelar estructuras
simétricas y han sido aplicados en estadistica, geometria finita, teoria de cédigos y
criptografia. En esta secciéon veremos que la teoria de disenos esta estrechamente
relacionada con la teoria de cddigos, dado que en ciertos casos el teorema de Assmus-
Mattson, el cual estudiaremos mas adelante, nos permitira obtener disenios a partir
de cédigos lineales. Es importante anotar, que el camino reciproco también es posible,
es decir, obtener cédigos lineales a partir de la matriz de incidencia de un diseno,
no obstante esto no sera abordado en este trabajo.

Definicién 1.4.1. Un diseno de bloques o t-diserio es un par D = (V,B), donde
V' es un conjunto finito de n elementos, llamados puntos, y B es una coleccién de
subconjuntos distintos de V, llamados bloques, cada uno de tamano k, de modo
que cada subconjunto de puntos 7' contenido en V' de tamano t esta contenido
exactamente A bloques de B. Este diseno se denota como un t-(n, k, \) diseno, para
n,t,k,k A€ Neon 1 <t <k <n.

A veces se consideran t-disenios en los que la coleccién de bloques es un conjunto
multiple, es decir, los bloques pueden repetirse. En tal caso, un t-diseno sin bloques
repetidos se llama simple. Generalmente solo consideraremos t-disenos simples y
por lo tanto, a menos que se indique lo contrario, la expresion t-diseno indicara un
t-diseno simple.

Observacion 1.4.2. Denotamos por b el nimero de bloques en B. Este valor estd
determinado tnicamente por los parametros t, n, k y A, como se demostrara mas
adelante. Entre los t-disenos, destacan los siguientes casos particulares:

1. Si A = 1, decimos que D es un t-diseno de Steiner y lo denotamos como
D = S(t,k,n).

2. Si b= n, decimos que D es simétrico y que la expresiéon k — A es su orden.

3.5 A=1,t=2y k = 3, decimos que D es un triple sistema de Steiner de
grado n y denotado como TSS(n). Es decir, D = 5(2,3,n) = TSS(n).

Ejemplo 1.4.3. Sea V ={1,2,3,4,5,6,7} y
B = {{17 27 3}7 {17 47 5}7 {17 67 7}7 {27 47 6}7 {37 47 7}7 {37 57 6}7 {27 57 7}}

una familia de subconjuntos de V' con 3 eslementos. Podemos ver que el par D =
(V,B) es un 2-(7, 3, 1) diseno, es decir, es un triple sistema de Steiner de grado 7. En
efecto, note que hay 7 puntos, 7 bloques cada uno con 3 puntos y cada par de puntos
estd contenido en exactamente 1 bloque. El 2-(7,3,1) diseno D, es un plano pro-
yectivo conocido como el plano de Fano y se le puede representar geométricamente
como en la Figura [1.1]
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Figura 1.1: Plano de Fano

Note que en el ejemplo anterior, cada punto esta en exactamente 3 bloques, por
lo que el plano de Fano es también un 1-(7, 3, 3) diseno. En general, se puede probar
que si D = (V,B) es un t-(n, k, A) diseno, entonces también es un s-(n, k, Ay) disefio
para 0 < s <t, donde A\s es determinado en el siguiente teorema.

Teorema 1.4.4. Sea D = (V,B) un t-(n,k,\) diseno y 0 < s < t. Entonces,
D = (V,B) es un s-(n, k, ) diseno, donde

(?:j) \ n—s)n—s—1)---(n—t+1)

(=) 7 k—s)k—s—1)-(k—t+1)

t—s

A, =

Demostracion. Sea S C V', donde |S| = s y N el nimero de bloques que contienen
S. Definamos

X={(T,B)| SCTCBcon|T|=tyBeB}

y determinemos |X| de dos maneras diferentes. Hay (}~°) subconjuntos de V' \ S
de tamano t — s; cuando se agrega S a cada uno de estos subconjuntos, obtenemos
un conjunto de t-elementos T. Como D es un t-(n, k, A) disefio, cada uno de estos
subconjuntos T' que contienen S esta en A bloques. Por lo tanto,

n—s
x| = ( ) ->\.
t—s
Como hay N bloques que contienen S. Para cada bloque B que contiene S, podemos
elegir t — s elementos de B\ S de (];:SS) manera de modo que cuando se sumen a S

formen un conjunto de t-elementos T contenido en B y que contenga a S. Entonces

k_
m_N.( 3).
t—s

Igualando estos dos conteos para |X|, vemos que N depende sélo del tamano de S
y el resultado se obtiene resolviendo para N. O]
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Lema 1.4.5. Sea D = (V,B) un t-(n, k,\) diseno, el nimero de bloques en D es

bloques.
Como consecuencia del resultado anterior se obtiene el siguiente corolario.

Corolario 1.4.6. Todo t-(n, k, \) diseno es también un s-(n, k, As) disefio para todo
1 <s<t.

Si la distribucién de peso de un cédigo y su dual son de una forma particular,
un resultado poderoso, debido a Assmus y Mattson [2], garantiza que los ¢-disenios
estan sostenidos por palabras coédigo tanto en el codigo como en su dual. De hecho,
el Teorema de Assmus-Mattson ha sido la principal herramienta para descubrir di-
senos en codigos.

Teorema 1.4.7 (Assmus-Mattson). Sea C' un [n, k,d] cddigo sobre F,. Suponga-
mos que C* tiene un peso minimo d*. Sea w el entero mds grande con w < n que
satisface w — L%(IIZJ < d. (Entonces w = n cuando q = 2.) Defina w* de manera
andloga usando d*. Supongamos que A; = A;(C) y A = A;(CF), para 0 < i < n,
son las distribuciones de peso de C' y C*, respectivamente. Sea t un entero positivo
fijo cont < d, y sea s el nimero de i con A+ # 0 para 0 < i < n —t. Supongamos

que s < d —t. Entonces:

1. los vectores de peso i en C' mantienen un t-disenio siempre que A; # 0 y
d<i<w,y

2. Los vectores de peso i en C* tienen un t-disenio siempre que A # 0 y d+ <
i <min{n —t,w}.

Demostracion. 1. Sea T' C {1,...,n} con |T| =t < d. Sea Cr := Puncty(C) el
c6digo obtenido al eliminar las coordenadas en 7', y sea

CH(T) :={v e C*+ :supp(v)NT = 0}
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el subcédigo de C+ nulo en T'. Definimos (C+)7 := Shorty(C+) como el cédigo
acortado en 7. Entonces:

Cr C IFg_t esun [n —t, k,dr] cédigo con dr > d —t, y (Cp)*" = (CH) .

Sea A; := A;(Cr) y A := A;((Cr)*t) para 0 < i < n—t, las distribuciones de
peso de Cp y su dual, respectivamente. Como s < d —t < dr, se tiene A; =0
para 1 <7 <s—1. Sea

S:={ie{l,....n—1t}:Af #0}, con |[S| =5y A < A;(CH).

La distribucién de pesos de Cr y (Cr)t es independiente de T, por lo que
la distribucién de pesos del subcédigo CH(T) es constante para todo T con
|T| = t. Sea By := {supp(c) : ¢ € C, wt(c) = d} el conjunto de soportes
de vectores de peso d en C. Si ¢y,¢cy € C con supp(c;) = supp(csy), entonces
c; = Acy para algin A € F. Sea T' C {1,...,n}, |T| = t, fijo. Cada c € C
con wt(c) = dy T C supp(c) da lugar a una palabra en Cr de peso d — t, y
viceversa. Como hay A,_; vectores en C'r de ese peso, el numero de bloques
de peso d que contienen a T es

Ad—

q—1

el cual no depende de T'. Por lo tanto, los vectores de peso d en C soportan
un t-diseno. Procedemos por induccion para pesos mayores. Supongamos que

parax cond < x < z—1 < w, los vectores de peso x en C con A, # 0 sostienen
un t-diseno. Denotemos por )\z (x) los niimeros de interseccién de tales disenos.
Si A, = 0, fijamos X (z) := 0. Ahora, si A, # 0, sea Ny := |{c € C' : wt(c) =
z, T C supp(c)}|. Como cada tal vector induce uno de peso z—t en Cr, y cada
vector en C'r de peso z — t proviene de uno en C' con intersecciones parciales
con T, se obtiene:

Ai=Nrt -1y (t) Nz =)

=1

expresién donde los términos ¢ (z — i) son conocidos por hipétesis de in-
duccién. Como A, _; y los sumandos no dependen de T, se deduce que Nrp
es constante. Por tanto, los vectores de peso z en C' también sostienen un t-
diseno. Por induccién, todos los pesos i con d < 7 < w satisfacen la propiedad,
lo que prueba (1).

. Seai € {d*,...,min{n—t,wt}}. Como las palabras en C* de peso a lo sumo
w™ estdn determinadas (hasta escalar) por su soporte, sea

B; := {supp(c) : c € C*, wt(c) =i}
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Sea By := {B € B; : T C B}. Este conjunto es equivalente al de palabras
de peso i en Ct que son cero en las coordenadas de T, es decir, en C+(T).
Como la distribucién de pesos de C+(T') no depende de T, el cardinal de By
es constante. Por lo tanto, B; sostiene un t-diseno, lo que concluye la prueba
de (2).

m

Una version del Teorema de Assmus-Mattson para codigos binarios es el siguiente
corolario.

Corolario 1.4.8 (Assmus-Mattson). Sea C' un cdédigo binario [n,k,d]. Suponga-
mos que C* tiene un peso minimo d*. Supongamos que A; = A;(C) y A+ = A;(CH),
para 0 < i < n, son las distribuciones de peso de C' y C*, respectivamente. Sea t un
entero positivo fijo cont < d, y sea s el nimero de i con A # 0 para 0 <i < n—t.
Supongamos que s < d —t. Entonces:

1. los wvectores de peso © en C' mantienen un t-diseno siempre que A; # 0 y
d<i<n,y

2. Los vectores de peso i en C* tienen un t-disenio siempre que A # 0 y d+ <
1< n—t.

Ejemplo 1.4.9. Sea C el cdigo de Golay binario extendido autodual [24,12, 8].
Sabemos que C' tiene palabras cddigo de peso 0,8,12,16 y 24 unicamente. En la
notacién del Teorema de Assmus-Mattson, n = 24 y d = d*+ = 8. Dado quue C
es autodual, A; = Ai. Los valores de s y t deben satisfacer t < 8 y s < 8 — ¢,
donde s = [{i | 0 < i < 24 —ty A+ # 0}]; el valor méximo de ¢ que satisface
estas condiciones es t = 5, en cuyo caso s = 3. Por lo tanto, los vectores de peso ¢
en C+ = C forman un 5-disenos para i = 8,12 y 16. Sabemos del Ejemplo
que A5 = 2576. Por tanto, el valor de A para el 5-disenio formado por las palabras
codigo de peso 12 es

2576 ()

(%)



CAPITULO 2

Cddigos con la métrica del rango y disefios g-analogos

En este capitulo se presentan las definiciones y conceptos fundamentales sobre
cddigos con la métrica del rango y sobre disenos ¢g-analogos. Se introducen tanto las
nociones basicas como resultados recientes sobre estos dos tépicos, tales como los
distintos tipos de cédigos con la métrica del rango y las propiedades combinatorias
esenciales de los disenos en espacios vectoriales sobre cuerpos finitos.

2.1. Teoria ¢g-analoga de codigos

En esta seccion presentamos una teoria de cddigos g-analoga a la teoria de cédigos
clasica, introduciendo como es costumbre un parametro ¢, para con ello identificar
y definir los nuevos conceptos g-analogos. En concreto, veremos que para codigos
F,m-lineales el concepto g-analogo de conjunto es el de espacio vectorial y el de car-
dinalidad es el de dimensién. Esto implica que el concepto g-andlogo de la distancia
de Hamming es el de distancia con la métrica del rango. Es decir, los c6digos con la
métrica del rango son los g-anédlogos de los cédigos clasicos.

Existen dos tipos de cédigos con la métrica del rango, los cédigos vectoriales
o F,m-lineales y los cédigos matriciales o F,-lineales. Aunque como veremos mas
adelante, los primeros se pueden ver como un tipo particular de los segundos.

35
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2.1.1. Cdbdigos F »-lineales o vectoriales con la métrica del
rango

Definicién 2.1.1. Sean u, v dos vectores en Fy...

1. Definimos el peso rango del vector v = (vq,...,v,) € [y, como el nimero
méximo de coordenadas de v que son linealmente independientes sobre IF,. Es
decir,

wt(v) =: dimg, (v1,...,v5).

2. Definimos la distancia métrica de rango entre u y v como el nimero maxi-
mo de coordenadas linealmente independientes sobre el cuerpo F, del vector
diferencia v — u, esto es,

d(u,v) = wt(u — v) = rank(u — v).

Definicién 2.1.2. Un cddigo con la métrica del rango Fym-lineal C' de longitud n
y distancia del rango minima d = d(C) sobre Fym es un subespacio de Fy.. tal que

d = mf .
nin d(x,y)
7Y

En caso de que C' = {0}, definimos a d = d(C) = 0.

Un codigo C' < F gy con la métrica del rango F,m-lineal de dimensién k tiene
asignado y es descrito por los pardmetros [n, k, d].

Definicién 2.1.3. La distribucion del rango de un cédigo con la métrica del rango
F,m-lineal C, se define como la coleccién (A;(C'));en, donde

A (C) = {v e C:wt(v) =i}
para ¢ € N.

Ejemplo 2.1.4. Sea w un elemento primitivo de F,. Consideremos el [3, 2, 1] cédigo
C' generado por {(1,1,0), (0,w, 1)} sobre F,. Entonces,

C= {(07 0, 0)7 (07 17w)7 (07(,0, 1>7 (va2>w>7 (17 0,w2), (17 1, O)a (17W>W>7
(1, w?, 1), (w,0,1), (w, 1,w), (w,w,0), (w, w?, wz),
(w2, 0,w), (w2, 1,1), (w2, w, w2), (w2, w?, 0)}.
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Dado que los codigos F,m-lineales son subespacios vectoriales del espacio vectorial
[Fym, definimos el dual de un c6digo €', con respecto a la usual forma bilineal no
degenerada dada por

n
(u,v) = Zuivi € Fym.
i=1

Definicién 2.1.5. Sea € < Fy,, un cdédigo Fym-lineal con la métrica del rango.
Entonces definimos el codigo dual de C' como

Chi={u€F | (uv)= Zuivi = 0 para todo v € C'}.
i=1
Dado que la forma bilineal (, ) es no degenerada, si C' es un cédigo Fym-lineal
con la métrica del rango con pardmetros [n, k], entonces los pardmetros del cédigo
dual C* son [n,n — k,d*].
Ademas, si C = C*, decimos que C' es un cédigo autodual. Nétese que si C' es

un cédigo autodual, entonces C' tiene dimension 3.

2.1.2. Cddigos F,-lineales o matriciales con la métrica del
rango

Del algbera lineal, es bien conocido que V = Mat(n x m,F,), el conjunto de las

matrices de tamano n X m, es un espacio vectorial sobre F, de dimensiéon n x m.

En este espacio ambiente vamos a definir una métrica y con ella consideraremos los
subespacios [Fy-lineales de V.

Definicién 2.1.6. Para cualesquiera dos matrices A, B € Mat(n xm,F,), definimos
la distancia del rango entre A y B, denotada rank(A — B), como

dr(A, B) := rank(A — B).
Un resultado conocido, el cual presentamos sin prueba, es el siguiente.

Lema 2.1.7. La funcién dg : Mat(n x m,F;) x Mat(n x m,F,) — N, definida
anteriormente, es una métrica invariante bajo traslaciones sobre el espacio Mat(n x
m,F,).

Definicién 2.1.8. Un [ -subespacio t-dimensional C < Mat(n x m,F,) dotado con
la métrica di es llamado un cddigo con la métrica del rango F,-lineal o cddigo
matricial con minima distancia d = dg(C), definida como

d :=min{dr(A,B): A,B €C, A+# B}.

En caso de que C = {0}, definimos a d = dg(C) = 0. Usualmente, el cdédigo C es
descrito por los pardmetros [nm,t, d].
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Lema 2.1.9. Sea C # {0} un cédigo con la métrica del rango F-lineal con distancia
minima d. Luego
dgr(C) = min{rank(A) : A € C, A # 0}.

)
Ejemplo 2.1.10. Sean ¢ =2, n=3, m=2,t

e~ (()-(19) (1)

Se puede verificar con Magma que
) (1) (18)- (44);
(10),(00]),(00)¢.
10 10 10

c={(88)-(28)-(48)- (1) (1

Claramente tenemos que d = 1. Por lo tanto, C es un [6, 3, 1] cédigo Fa-lineal.

I
w
“

oo

Definicién 2.1.11. Definimos la distribucion del rango de un cédigo con la métrica
del rango F,-lineal C como la coleccion (A;(C));en, donde

A;(C) :==[{A € C : rank(A) = i}|
para i € N.

Con la finalidad de definir el cédigo dual de un cédigo IFy-lineal con la métrica del
rango, debemos definir una forma bilineal sobre el espacio vectorial V' = Mat(n x
m,F,). El camino correcto es el siguiente:

Definicién 2.1.12. Sean A, B € Mat(n x m,F,). Definimos el producto traza entre

Ay B como
(A, B) := Tr(ABT),

donde BT es la matriz transpuesta de B.

Lema 2.1.13. El producto traza (-,-) : Mat(n x m,F;) x Mat(n x m,F,) — F,
definida por
(A, B) := Tr(AB"),

es una forma bilineal simétrica no degenerada sobre V= Mat(n x m,F,).

Definicién 2.1.14. Sea C < Mat(n x m,F;) un [nm,t,d] cédigo F,-lineal con la
métrica del rango. Definimos el c¢ddigo dual de C como

C*t:={AcMat(n xm,F,): (A,B)=0VB e C}.

Ademds, si C = C*, decimos que C es cddigo autodual, y si la distribucién de
pesos de C y C* coinciden, decimos que C es formalmente autodual.

Nétese que que los pardmetros del cédigo C* son [nm, nm — t, d*].
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2.1.3. Cdbdigo matricial asociado a un cédigo vectorial

Después de conocer como se definen los cdédigos F,m-lineales y I, -lineales es
natural preguntarnos como podrian relacionarse estos dos tipos de cédigos sabiendo
que mientras los cdédigos F,-lineales son matriciales, los cédigos F,m-lineales son
vectoriales.

Definicién 2.1.15. Sea B = {by, ..., b,,} una base de Fym sobre F, y v = (vq,...,v,) €
F;‘m. Podemos escribir cada coordenada v; como una combinacién lineal de los ele-
mentos de la base. Es decir

V; = Z)\Z’J’bj, donde )\ij € Fq y 1 S 1 S n.

Definimos la matriz asociada al vector v como

At A
As(v) = + - € Mat(n x m,F,).
Anl st Anm

Definicién 2.1.16. Si C' < Fj.., entonces definimos el cddigo Fy-lineal asociado al
codigo [ m-lineal con la métrica de rango C' con respecto a la base B como

A(C) :=={g(v) : v € C} < Mat(n x m,F,).
El cédigo Ag(C) es un cédigo Mat(n x m,F,)-lineal con pardmetro [mn, mk,d].

Ejemplo 2.1.17. Sea w un elemento primitivo de F,. Consideremos el [3,2, 1] cédigo
C' generado por {(1,1,0), (0,w, 1)} sobre Fy. Por el Ejemplo [2.1.4] tenemos

C = {(0,0,0),(0,1,w), (0,w, 1), (0,w? w), (1,0,w?), (1,1,0), (1, w,w),
(1, w?, 1), (w,0,1), (w, l,w), (w,w,0), (w, w?, w2),
(w2, 0,w), (w2, 1,1), (w2, w, w2), (wz, w?, 0)}.

Ahora, sea B = {1,w} una base de 4 sobre F5. Por lo tanto, se puede verificar con
Magma que el codigo F,-lineal asociado al codigo C' es:

1 1

0 1

0 1

s ={ (1) (1) (8). (81) - (48). (34)- (6) - (83
(00 (1)-(1)-GD- G- G- ()

Lema 2.1.18. Sea x € Fy5.. Entonces, para todo 0 # a € F,, se cumple que

0
0
0
1
0
1

RO
OO HOO

rank(Ag(z)) = rank(Ag(ax)).
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Demostracion. Esto se deduce inmediatamente del hecho de que el rango de \g(z)
es igual a la dimensién del subespacio generado por los elementos (z1, ..., x,) con-
siderados como vectores sobre [F,. Es decir,

rank(Ag(z)) = dimg,(71,...,2n).

Multiplicar el vector x por un escalar @ € F; no altera la dimension del espacio
vectorial generado sobre F,, por lo tanto el rango de la matriz Ag(x) permanece
invariante. O

Lema 2.1.19. Sea C < F. un cddigo Fym-lineal, para cualquier base B de Fym
sobre IF,. Entonces

1. dim]Fq (/\B(C)) =m- diqum (O)
2. d(C) = d(\s(C)).
3. Ai(As(C)) = Ai(C).

Lo anterior muestra que cualquier cédigo Fym-lineal se puede ver como un cédigo
F,-lineal. Hemos analizado como se relacionan los codigos F-lineales y F m-lineales a
través de la funcion Az. Ahora, la pregunta natural es como funciona \g con respecto
a la dualidad de los respectivos espacios ambientes. En general, para un ¢ < Fg,
y una base B de F,n sobre F,, tenemos que A\g(C*) # Ag(C)*. A continuacién
mostraremos que existe una relacién simple entre éstos codigos a través de bases
ortogonales de cuerpos finitos.

Definicién 2.1.20. Dado el cuerpo finito Fgm. Definimos:

1. La funcion traza, denotada Trg, m /7, S€ define como:

TI']qu/FqI qu — Fq
m—1 &
v Trp.m,(r) = ) o7,
k=0

Esta funcién permite definir una forma bilineal:

(z,y) = Trg . r,(2y), paratodo x,y € Fym.

2. Dadas dos bases B = {by,...,b,} y B* = {0}, ..., b} } de Fm sobre F,, decimos
que son ortogonales o duales si'y soélo si

Trg,m /v, (b;05) = dij, para todo i,j € {1,...,m}.
)

ij, denota la funcién delta de Kronecker.
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Proposicién 2.1.21 (28], pagina 58). Para cada base B de Fym sobre F,, existe
una unica base B* ortogonal.

Demostracion. Sea B = {by,...,b,} una base de F,m sobre [F,. Consideremos la
forma bilineal
(u,v) = Trg /v, (uv), para todo u,v € Fym.

Esta forma bilineal es simétrica, Fg-bilineal y no degenerada, es decir, si u # 0,
entonces existe v tal que Trg ., /r,(uv) # 0. Esto es un resultado cldsico sobre la
traza en extensiones finitas.

Buscamos una base dual B* = {b},...,0},} C F,m tal que:

(bi, b;> = Tr(bib;f) =0;;, paral<i,j<m,.

Esta condicién equivale a resolver un sistema lineal sobre . Definimos la matriz G
asociada a la base B con respecto a la traza como:

G = (Trp,m/r, (b)) 1<ij<m € FG7™.

Como la traza induce una forma bilineal no degenerada, la matriz G es simétrica
e invertible sobre F,. Denotamos su inversa por G~ = (v, ;) € "™, Entonces,
podemos definir la base dual B* como:

b == Z'ymbi, para j=1,...,m.
i=1
Con esta construccion, se verifica que:
TI']qu/Fq (bkb;) = Z’Yj,iTr]qu/Fq (bkbl) = (GGil)k’j = 5]{7]'.
i=1

Por lo tanto, B* es una base dual de B con respecto a la traza, y la unicidad esté
garantizada por la unicidad de la inversa G O

Teorema 2.1.22 ([33], Teorema 21). Sea C < .. un cédigo Fym-lineal y sean B y
B* bases ortogonales de Fym sobre F,. Entonces

As(C) = Mg (O

Demostracién. Sea v = (vy,...,v,) € Cyu = (uy,...,u,) € C*. Por definicién,

n
E uv; =0 en Fgm.
i=1
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Escribamos cada v; y u; en términos de las bases B = {by,...,b,} y su base dual
B*={bj,...,b5}:

m m
vi= Agb wi=) pab,  con Ay € F,.
j=1 k=1

Entonces,

Z UiV = Z (Z /Mk%) (Z /\z‘jbj> = Z Z Z MikAij(bzbj>‘
i=1 k=1 j=1

i=1 i=1 j=1 k=1

Tomando la traza sobre Fy, y usando la ortogonalidad Tr . /r, (bjb;) = 0%, ;, obtene-

mos:
TrIE‘qm/]Fq (Z uivi> = Z Z Niinj = </\3(u), /\B* (U)>]Fq .
i=1 i=1 j=1
Dado que esto es cero para todo v € C, se concluye que A\g(u) € A\g-(C)*, y por lo
tanto,
A5(CF) C Mg (O)* .
Ambos espacios tienen dimensiéon nm — mk, por lo que la inclusién es en realidad

igualdad
As(CF) = Ag- (O)*.

2.1.4. Equivalencia de cédigos con la métrica del rango

En esta seccién se estudiaran las condiciones que deben cumplir las acciones
sobre un cédigo para que el cédigo resultante mantenga las mismas propiedades que
el cédigo original.

Definicién 2.1.23. Una funcién biyectiva ¢ : Mat(n x m,F,) — Mat(n x m,F,)
se denomina isometria si ¢ preserva la distancia con la métrica del rango. Es decir,

d(e(A), o(B)) = d(A, B), paratodo A,B € Mat(n x m,F,).

Como es usual, con base en el concepto de isometria podemos entender entonces
cuando dos cédigos con la métrica del rango son exactamente el mismo o equivalentes
desde el punto de vista de la métrica.

Definicién 2.1.24. Dos cédigos C y C' en Mat(n x m,F,) son equivalentes, si existe
una isometria ¢ con

o(C)=C".
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Teorema 2.1.25 (Hua,Wan - [39] Teorema 3.4). Si ¢ es una isometria lineal
de Mat(n x m,F,) con m > 2, entonces existen matrices X € GL(n,F,), Y €
GL(m,F,) tales que

©(A) = XAY, para todo A € Mat(n x m,F,),
0, y solo en el caso m =n,
0(A) = XA"Y, para todo A € Mat(n x m,F,),

donde AT denota la transpuesta de A.

Ademas, dos codigos son equivalentes si y solo si sus duales son equivalentes,
como lo muestra el siguiente resultado.

Lema 2.1.26. Sean C,C' < F*™. Si C' = XCY para X € GL(n,F;) yY €
GL(m,F,), entonces
Ct=x"Tcry

Demostracién. Ponemos C° = X-TCtY~T.Si AcCy B cC*, entonces
Tr(XAY (X TBY ™)) = Te(XAYY 'BTX 1) = Tr(ABT) = 0.

Por lo tanto C° < C'* y por dimensién tenemos igualdad. ]

2.1.5. Cdbdigos MRD

Los cédigos MRD (por las iniciales en inglés de Mazimum Rank Distance) son
una clase especial de cédigos disenados para maximizar la distancia de rango entre
las palabras cédigo, lo que optimiza su capacidad para corregir errores en estructu-
ras matriciales. A diferencia de los cédigos tradicionales que operan con vectores, los
cddigos MRD trabajan con matrices, lo que les permite manejar de manera eficiente
errores que afectan bloques de datos completos. Esta caracteristica los hace especial-
mente utiles en aplicaciones de comunicacion de alta velocidad, almacenamiento de
datos y computaciéon distribuida, donde los errores pueden ser més complejos y co-
rrelacionados. Los codigos MRD ofrecen ventajas claves en la correccion de errores,
garantizando la fiabilidad y la integridad de los datos en sistemas avanzados.

Teorema 2.1.27. ([17],Teorema 5.6). (Cota de Singleton) Sea C < Mat(n x m,F,)
un codigo Fy-lineal de dimension t, con distancia minima d. Entonces,

t t
dgml’n{n——+1,m——+1}.
m n
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Por otro lado, si C < Fy. es un codigo Fy-lineal de dimension k, con distancia
minima d, entonces

dgmin{n—k—i—l, @(n—k:)—i—l}.
n

Demostracion. Sea C < Mat(n x m,F,) un cédigo F,-lineal de dimensién ¢ con la
métrica del rango, cuya distancia minima es d. Definamos

f:C— ]ng(m_d“),
como la funcién que a cada matriz M = (m;;) € C le asigna

my1 -0 M1 m—d+1
(M) = :

mqi1 -+ Mg m—d+1

Es facil ver que la funcién f estda bien definida. Probemos que f es inyectiva. En
efecto, si M, N € F, son tales que f(M) = f(N), entonces M y N coinciden en al
menos m — d + 1 columnas. Si M # N, entonces rang(M — N) < d — 1y asi

d<dM,N)=rang(M — N) <d-—1,

lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, M = N y se tiene la inyectividad.
Dado que f es inyectiva, tenemos que

qt _ |C| < qn(m—d+1)

— 9

de donde,
t<nim—-d+1)<d<m-—t/n+1.

Analogamente, podemos probar que

qt _ |C| S q(n—d+1)m

)

de donde,
t<mn—-d+1)<d<n—t/m+1.

Entonces,
d<min{m—t/n+1,n—t/m+1}.
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Definicién 2.1.28. Sea C < Mat(n xm,F,) un cédigo F,-lineal de dimensién ¢, con
distancia minima d. Decimos que C es un cddigo con distancia del rango mdxima o
simplemente un cddigo MRD, siempre que

t t
d:min{n——+1, m———f—l}.
m n

De forma anéloga, sea C' < Fy., un c6digo Fym-lineal de dimensién k, con distancia
minima d. Decimos que C' es un cddigo con distancia del rango maxima o simple-
mente un cédigo MRD, siempre que

d:min{n—k+1, %(n—k’)+1}.

Nota 2.1.29. De ahora en adelante, sin perdida de generalidad siempre asumiremos
que n < m, pues en otro caso tomariamos traspuesta. Por lo tanto, si C es un codigo
F,-lineal de dimensién ¢, entonces d = n — % +1, lo cual implica que % =k € Z. Por
otra parte, si C' es un cddigo Fym-lineal C' de dimensién k, entonces d =n — &k + 1.

Ejemplo 2.1.30. Sean ¢ = 2, m = 2 y n = 3 y consideremos C como el [Fg-
subespacio de Mat(2 x 3,FF,) generado por las matrices

A:OlO,lelo,C:()Ol_
1 01 010 011

Es decir, C = (A, B,C). Note que |C| = 23. Ademds, es facil ver que d(C) = 2.

Luego ¢"(m—4+1) = 232=2+1) — 23 — |C| con lo cual se concluye que C es un MRD-

cédigo.

Delsarte en [17] e independientemente Gabidulin en [20] demostraron la exis-
tencia de codigos lineales MRD para todo ¢, m,n y toda dimensién 1 < ¢t < mn
divisible por m. Dados los parametros ¢, m,n, k, el cédigo C' < Fy.. que ellos cons-
truyen tiene una matriz generadora My (v) y el cédigo resultante se denomina c6digo
de Gabidulin G. Recientemente, se han encontrado otras construcciones nuevas de
codigos MRD que no son equivalentes a los c6digos de Gabidulin G ([15], 35]).

Definicién 2.1.31. Dado un vector v = (vy,...,v,) € F.. denotamos por My(v) €
Mat(k x n,F,m) la matrix

U1 (%) Un
oWl

Mk(U) = . y

vgk_l] vgﬂ_l] Y ua
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donde [i] := ¢*. Ademés, si vy, ..., v, € Fym son linealmente independientes sobre
[F,, definimos el cddigo Gabidulin G, < Fgm generado por My(vy,...,v,) como el
c6digo F,m-lineal generado por la matriz M (vy, ..., v,).

Nota 2.1.32. Note que

Omp = ]Fl;G = { (Z uiv‘fL, Zuivgz, e ZW%Z;) s (ug, ug, .. ug) € IFI;}
i=1 i=1 i=1
= {(f(v1), f(va), ..., f(vm)) : f € Lux}-

Gabidulin demostré en [20] que si vy, . . ., v, son linealmente independientes sobre
F,, entonces el c6digo Fym-lineal C' <y generado por la matriz My (vy, ..., v,) es
un cbédigo MRD k-dimensional.

Teorema 2.1.33 ([20]). Sea G, el cédigo de Gabidulin. Entonces Gy, es un
codigo F,-lineal con pardmetros [m, k,m —d+ 1], es decir Gy, . es un MRD-cédigo.

Demostracion. De la definicién de G, , se sigue que su longitud es m y su dimensién
es k. Probaremos que d,(G,, ;) = m — k + 1. En efecto, sea 0 # z € G,, . Por la
observacién anterior x = (f(v1), f(v2), ..., f(vm)), para algin f € L, ;. Note que el
polinomio f induce una funcién f : Fy» — F,n. Entonces

rang (@) = dimg, (£ (01), F(22), - F o))
= m — dimg, ker(f|(v,,....om)) (Teorema del rango-nulidad)
> m — dimg, ker(f)
>m—k+1.  Nota

Por lo tanto, d,.(Gp, ) > m—k+1. Por la cota de Singleton se sigue el resultado.
O

2.1.6. Defecto rango y cédigos AMRD

En analogia con el concepto de defecto rango para codigos clasicos como se indica
en [12] 19], tenemos la siguiente definicién para el defecto rango de los c6digos con
la métrica del rango [14].

Definicién 2.1.34 ([I4]). El defecto rango de un cédigo C < Mat(n x m,F;) con

la métrica de rango I -lineal [n,t,d] se define por

Rdef(C) = n — [ﬂ +1-d
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Si ¢ < Fpn es un c6digo Fym-lineal [n,k,d], entonces el defecto rango de C' es
definido como el defecto rango de su codigo asociado Ag(C), i.e.

Rdef(C)=n—k+1—d.

Para los cédigos con la distancia de Hamming, muchos autores consideran el
defecto de Singleton como una medida de qué tan lejos esta el codigo de ser MDS.
La situacion es ligeramente mas complicada en el caso de los codigos con métrica de
rango. De hecho, si C es MRD, entonces Rdef(C) = 0. Sin embargo, Rdef(C) también
puede ser cero para codigos C que no son MRD. Esto tiene una explicacion simple:
un cédigo C tiene Rdef(C) = 0 si y solo si su distancia minima es la mayor posible,
para los valores dados de m, n y t. Sin embargo, si m {1 ¢, entonces C no puede ser
MRD. Esto motiva la siguiente definicion.

Definicién 2.1.35 ([I4]). Un cédigo C de dimensién ¢ es cuasi-MRD, o QMRD, si
m 1ty Rdef(C) = 0.

Obsérvese que si C es un cédigo con métrica de rango F,m-lineal, entonces m | ¢.
Por lo tanto, cualquier cédigo F,m-lineal C con Rdef(C) = 0 es MRD.

Como vimos en la anterior seccion, la existencia de codigos MRD es establecida
para todo 1 < n <my 1l <d < n. El siguiente lema muestra que existen codigos
QMRD para todas las combinaciones de parametros.

Ejemplo 2.1.36 ([14], Existencia de cédigos QMRD). Para cualquier 1 <n <my
1 <t < nm tal que m { t, podemos construir un cédigo con métrica de rango QMRD
de dimensién ¢ como sigue. Sea D un c6digo MRD de dimensién dim(D) = m | L].

D tiene distancia minima

gy dm@) FJH.
m m

Sea C C D un subespacio de dimensién ¢. Entonces C también tiene distancia
minima d. En efecto, si d(C) > d + 1, entonces por la cota de Singleton tendriamos:

t
t<m(n—d(C)+1) gm(n—d)—m({—J —1> <t,
m
una contradicciéon. Por lo tanto, C es QMRD con los pardmetros elegidos.

Otra familia interesantes de cédigos que se acercan a los codigos MRD, son los
llamados codigos dualmente casi MRD o simplemente los cédigos dualmente AMRD
[13].

Definicién 2.1.37. 1. Si Rdef(C) = 1 decimos que C es AMRD (almost MRD).
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2. Si Rdef(C) = Rdef(C*) = 1, decimos que C es dualmente AMRD.

Una definicién similar es dada para un cédigo Fym-lineal C' < Ff;m considerando su
cddigo asociado. Estos codigos se pueden ver como un g-analogo de un cédigo clasico
casi MDS (AMDS) y, como en la situacién clasica, estos cédigos inducen de nuevo
algin g¢-sistema de Steiner.

De manera equivalente, un cédigo C' es AMRD si y solo si d =n — L%J

Lema 2.1.38 (Existencia de cédigos AMRD). Para todos q,m,n,t con 0 < t <
(n — 1)m, existen codigos AMRD F-lineales de dimension t.

Demostracion. Sea 0 <t < (n— 1)m.

Caso: m | t. Sea k = % € Nysea G < IFZ“1 el cédigo de Gabidulin generado
por My(vy,...,v,-1). Sea ék < F} la extensién de G (anadiendo una paridad).
Entonces d(é\k) =d(Gy) = (n—1)—k+1=n—k. Como dim]Fq(ék) = k, se sigue que
Rdef(QAk) =n—k+1—(n—k) =1y por tanto QAk es AMRD. Asi, A, (C;k) C (F))n.m
es un coédigo AMRD F,-lineal de dimensién ¢.

Caso: m 1 t. Entonces existe k € N tal que (k—1)m <t < km < (n — 1)m.
Tomamos C = Ay, (G) de dimension km. Sea C' C C un subcddigo de dimension
t que contenga una matriz de rango n — k. Entonces d(C') = n — k y Rdef(C’) =
n— \_%J +1—d(C") =1, es decir, C’' es un cdédigo AMRD. ]

Es bien sabido que el dual de un c6digo MRD también es un cédigo MRD, y por
tanto ambos tienen defecto de rango 0. Basandonos en esta propiedad, definimos:

Definicién 2.1.39 ([13]). Decimos que un cédigo F,-lineal C es dualmente AMRD
si Rdef(C) = Rdef(C*) = 1. Una definicién similar se da para un cédigo F,m-lineal
C < Iy, considerando su codigo asociado.

No todos los codigos AMRD son AMRD duales, como muestran ejemplos simples.
De acuerdo con la Proposicién 19 en [14], un cédigo Fym-lineal C < Fy.. es dualmente
AMRD si y solo si d + d+ = n. Més generalmente, tenemos el siguiente resultado:

Lema 2.1.40 ([13]). Sea C < (F,)nm un codigo F,-lineal de dimension t, con dis-
tancia minima d y distancia dual d*-. Entonces se cumplen los siguientes hechos:

' t
1. SiC es AMRD dual, entoncest>m yd+d*- = " SZ_ m |t
n—1, simi{t.

2. Sim | t, entonces C es dualmente AMRD si y solo si d+d*+ = n. En particular,
un cédigo Fym-lineal C es dualmente AMRD si y solo si d+ d* =n.

3. Sea p = L%J Entonces:
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(a) Sim |t, entonces C es dualmente AMRD siy solo sid=mn—[yd+=p.

(b) Sim1t, entonces C es dualmente AMRD si y solo sid=mn—[—1y
d+t = 3.

El siguiente teorema resume algunos resultados conocidos sobre los codigos dual-
mente AMRD.

Corolario 2.1.41 ([I3,14]). Sea C < Fy un cddigo Fym-lineal con distancia mini-
ma d y distancia dual d*-. Se verifican los siguientes hechos:

1. C es dualmente AMRD si y solo si d(C) + d(C*+) = n.
2. C es dualmente AMRD si y solo si Aq(C) = Aq (CH).

3. 51 C es dualmente AMRD y Aq11(C) =0, entonces

4. St C es un cddigo dualmente AMRD [2d,d,d) con n = 2d < m, entonces C es
formalmente autodual.

Observacion 2.1.42. Nétese que si C' es dualmente AMRD y A;.1(C) = 0, no hay
problema con la integrabilidad del coeficiente A4(C'), ya que por el Lema [1.1.11] se

tiene que % e Z.

1L lq

Ejemplo 4.5. Sea ¢ =3, n =4 y m = 5. Sea w una raiz primitiva de F3s. Sea C
el c6digo F3s-lineal [4,2,2] con matriz generadora

1 0 w13 w125
gen(C)z(O 1 w u)125>'

Con MAGMA se puede verificar que Ag(C) = Ag(C*) =1, Ay(C) = Ay(CH) = 242,
A3(C) = A3(Ct) = 8712 y A4(C) = A4(C*) = 50094.

Por lo tanto, C es un codigo dualmente AMRD de dimension 2, formalmente
autodual.
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2.1.7. Identidades de MacW:illiams para cédigos con la métri-
ca del rango

Similarmente como en el caso clasico, podemos establecer unas identidades de
MacWilliams, que relacione la distribucién de pesos rango entre un codigo y su dual.

Teorema 2.1.43 ([33]). Sea C C Mat(n x m,F,) un cidigo. Sean (A;)ien y (B;)jen
las distribuciones de rango de C y de C*t, respectivamente. Para cualquier entero
0 <v <n se tiene que

Sf[n;i

=0

-y lis

7=0

Con base en el anterior teorema, los autores en [14] establecen el siguiente im-
poratante resultado.

Teorema 2.1.44 ([I4]). Sea C un cédigo de dimension t, con distancia minima d y
distancia minima dual d*. Sea 6 =1 si C es MRD, y § = 0 en caso contrario. Para
todo 1 <r < d*+ se tiene que

A,-;(C)

r—1

n—d .
Apmai€) = (17 g2 Y [df_ ,

J=d

F—dL+r—1

<qt—m(dL—r+i) _ 1) '

En particular, n, m, t, d, d*+ y los valores Aq(C),..., A,_q1(C) determinan la
distribucion de rango de C.

]rié zzle[n_d +r
1

=0

Corolario 2.1.45 ([I4]). Supongamos que C es MRD o dualmente QMRD. Enton-
ces, la distribucion de rango de C estd dada por

] rd(_l)iq(;) [7’] (qt—m(n-i-i—r) . 1)

1

para r =d,...,n. En particular, estd completamente determinada por n, m yt.

Si aplicamos el Teorema [2.1.44] a un cédigo dualmente AMRD F,-lineal C, en-
tonces vemos que la distribucién de rango de C esté determinada por n, m,t, d junto
con A4(C) y Agr1(C). Més precisamente, tenemos:
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Teorema 2.1.46 ([13]). Sea C < Mat(n x m,F;) un cédigo AMRD dual de dimen-
sion t, con distancia minima d vy distancia dual minima d*. Entonces se cumplen
los siguientes resultados:

1. Simityt=pm+a con BNyl <a<m, entonces

= () (74 e (79 (55

para todor =2,...,n —d.

2. Sim|t, entonces

Agir(C) = (-1) (;) q <(n N d)qu * (d Z 7‘>q :é(_l)i (d ;L T) q(thm R 1>> |

para todor =1,...,n —d.

3. Sim | t, entonces

(), (1) om) e () (1), )

4. Sean=t. 51 Ag1 =0, entonces

Ay = [q%;] (q"—1), ysi Az =0, entonces
), TN
Ad_qBJ@m—l)( ( ! ) I )

2.2. Teoria ¢g-analoga de disenos

La teoria g-andloga de disenos es una generalizacién de la teoria clasica de di-
senos combinatorios en la que los elementos (puntos y bloques) dejan de ser conjuntos
discretos y pasan a ser subespacios vectoriales sobre un cuerpo finito F,. Esta gene-
ralizacion no es meramente formal; responde a la necesidad de modelar estructuras
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de dependencia lineal que aparecen de forma natural en geometria proyectiva, teoria
de cédigos y redes de comunicaciones.

En particular, los disenos g-andlogos emergen como estructuras fundamentales en
el estudio de cédigos con la métrica del rango, en donde tanto el contenido infor-
mativo como los errores se describen a través de subespacios en lugar de posiciones
discretas.

Definicién 2.2.1. Un g-andlogos de diseno, o diseno de subespacios, es un par D =
(V,B) donde, V' es un espacio vectorial de dimensién n y B una familia de subespacios
de V/, todos con dimension k, tal que todo subespacio T' < V' de dimension ¢ de Fy
estd contenido en exactamente A bloques de B. En este caso hablamos de un t¢-
(n,k, ), g-andlogos diserio, donde t, k,;n, A € Ncont <k < n.

Algunas notaciones y definiciones adicionales son las suiguientes:

1. Si A = 1, D se denomina un g-andlogo sistema de Steiner y se denota por

S(t, k,n)q.

2.5 A=1,t =2y k =3, D es llamado un q-andlogo triple sistema de Steiner
TSSq(n) de grado n, o sea S(2,3,n),.

Claramente S(k,k,n), y S(1,n,n), existen y éstos son llamados sistemas tri-
viales g-Steiner. Ademads, hay sistemas ¢-Steiner no triviales S(1, k, n), siempre que
k | n, estos también se conocen como particién del espacio vectorial [7]. Aparte de
estos ejemplos, solo se sabe que S(2,3,13), existe [5]. Uno de los problemas més
desafiantes en este cuerpo es la existencia de un diseno S(2,3,7),, ya que se tendria
los parametros més pequenos de un sistema g-Steiner no trivial con ¢t > 2, el cual es
conocido como un g-analogo del plano de Fano y muchos autores han estado estu-
diando estas preguntas hasta el momento. Ver por ejemplo [0 24] y las referencias
en estos trabajos.

Sea D = (V,B) un t — (n, k, \), ¢g-andlogo diseno. Para cada i con 0 < i < ¢,
definimos el niimero A; como el nimero de bloques incidentes con ¢ puntos. Este
numero estd bien definido en el sentido que no depende de los ¢ puntos elegidos.

Lema 2.2.2. (|38, Lema 4.1). Sea D = (V,B) un t — (n,k,\), g-andlogo diseno,
para cada v con 0 < i <t, \; estd dado por

(]

(=1, o,

i =

2],

En particular, el niumero de bloques en D es dado por A\g = TA.
t

Q
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Lema 2.2.3. ([25], Lema 5). Un S(t,k,n), sistema de Steiner implica un S(t —
1,k—1,n—1), sistema de Steiner si t > 2.



CAPITULO 3

Conexidn entre cédigos con la métrica del rango y g-anélogo
de disefios.

Este capitulo se centra en el vinculo entre los cédigos con la métrica del rango y
los g-analogos de los sistemas de Steiner, una conexién que surge de la interaccion
entre la estructura algebraica de los cédigos y sus propiedades combinatorias. En
particular, se estudia cémo los vectores de peso minimo en cédigos dualmente AMRD
pueden utilizarse para construir configuraciones tipo Steiner en el contexto de la
geometria de subespacios. Este enfoque proporciona una herramienta poderosa para
el andlisis y construccion de cédigos de distancia maxima (MRD), y complementa
el estudio estructural de los cédigos F,-lineales con métrica de rango abordado en
capitulos anteriores. A lo largo de este capitulo se presentan definiciones claves,
ejemplos y resultados que ilustran cémo los soportes de los vectores minimos se
relacionan directamente con los bloques en estos sistemas combinatorios.

3.1. Soportes de los vectores de peso minimo

Como se menciona en [23] el espacio fila F,-lineal de A\g(v) es independiente
de la base B elegida. Para definir los pesos de rango generalizados necesitamos las
siguientes anotaciones [22, 23].

Definicion 3.1.1. Para v,w € Fj,» y un subespacio Fm-lineal C' de Fy,.. definimos
1. El soporte rango de v, notado supp(v), se define como el espacio fila [ -lineal

de )\B(U>.

o4
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2. supp(C) = (supp(v) | v € C') como un espacio vectorial [ -lineal.
3. El peso rango de v lo definimos como

Rwt(v) = dimg,(supp(v)) = rank(Ag(v)).

m—1

4. C*= Y C7, donde C9 = {(c‘fi,...,cqi) | (c1,...,¢,) € C}.

n
=0

En la literatura existen diferentes definiciones para los pesos de rango generali-
zados (ver [31], 27, 23], 18]. Todos ellos definen los mismos nimeros. Para nuestro
proposito, la definicién dada en [23] parece ser la mas apropiada.

Definicion 3.1.2. El r-ésimo peso de rango generalizado d, de un cédigo C' < Fy.,
con la métrica del rango, se define por

d.(C) = min Rwt(D) = min{Rwt(D) | D < C y dimg,,, (D) = 1}.

dim D=r

El siguiente teorema resume las principales propiedades de los pesos generalizados
para los codigos Fym-lineales, los cuales son similares a los pesos generalizados para
c6digos con la métrica de Hamming dados por V.K. Wei en [41].
Teorema 3.1.3 ([18], [27]). Sean C < Fy.. un cédigo Fym-lineal de dimension k y

M, (C) = min{dim(V) | VI =V <F., dim(CNV) >r}.

Entonces se cumple que:

1. My(C) =4d(C).

2. Para todo 1 <r <k, se tiene que M,(C) < M, 1(C).

Combinando los resultados de [27, I8, 23], obtenemos el andlogo para cédigos con
la métrica de rango del resultado de Wei [41] en pesos de Hamming generalizados.

Teorema 3.1.4. 5i C es un cdodigo Fym-lineal con la métrica del rango en Fy.. de
dimension k y minima distancia d, entonces
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Demostracion. Tenemos

0,(C) =

min Rwt(D)
D<C
dim D=r

min dim D*
D<C
dim D=r

min méax Rwt(d)
D<C  deD*
dim D=r
min dimV
V=V*

([23], Corolario 4.4)
([23], Teorema 5.8)

([18], Proposicién 11.1)
dim(C?F‘IV)Z'r

M. (C), (Definicién 5 en [27])

Por el Teorema |3.1.3] obtenemos

M1(C> < ... < Mk(C),

y la prueba es completa ya que obviamente d(C) = d;(C). ]

De [23] conocemos los siguientes hechos.

Lema 3.1.5. Sea C' < Fyn un cddigo Fym-lineal con la métrica de rango y sea

u,v € Fin.

1. Siu=av para algin o € F},., entonces supp(u) = supp(v).

2. supp(u + v) C supp(u) + supp(v) y Rwt(u + v) < Rwt(u) + Rwt(v).

3. Si V1, ..

-, vx € By generan C', entonces

supp(C) = Z supp(v;).

4. Eziste un elemento ¢ € C' tal que supp(c) = supp(C).

5. Para u,v € Fiin existen o, 3 € Fym tales que

supp(au + Sv) = supp(u) + supp(v).

Demostracion. Los items (1), (2) y (3) son parte de la Proposicién 2.3 de [23]. El
item (4) es la Proposicién 3.6 y el item (5) Proposicién 3.9 del mismo documento. [

Observacién 3.1.6. La prueba del Lema [3.1.5| parte (d) se basa en contar los vec-
tores en subespacios, algo que solo se puede hacer para cuerpos finitos. No pudimos
probar ni refutar esta proposiciéon para un cuerpo arbitrario K y una extensién finita
L de grado n > m. El siguiente ejemplo da un contraejemplo en el caso n > m.
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Ejemplo 3.1.7 ([23]). Sea @ € Fg con a® = a + 1. Sea C' un c6digo Fy-lineal en
F§ generado por a = (1,a,0?,0®) y b = (1,a, a?, o). Entonces supp(C) = Fi #
supp(c) para todo ¢ € C, ya que dimsupp(c) < m = 3.

Definicion 3.1.8. Para un codigo C < Fji» con la métrica de rango de dimension
k y distancia minima d, se define

D;(C) = {supp(c) | c € C, Rwt(c) =i}
parai=0,d,...,n—k+ 1.

En el siguiente lema determinamos cuantos soportes existen para los vectores de
peso minimo. Ademds, damos un criterio sencillo para saber si un cédigo F,-lineal
C < Mat(n x m,F,) no proviene de un cédigo F,m-lineal C, incluso si su dimensién
es divisible por m.

Lema 3.1.9. Sea C < Fy. un cddigo Fy-lineal con distancia minima d.

1. Sean v,u € C' y Rwt(v) = Rwt(u) = d. Entonces supp(v) = supp(u) si y sdlo
st existe a € Fom tal que u = aw.

2. ¢™ —1 divide a A;(C) para todo i € [n]. En particular, si C < Mat(n x m,F,)
es un codigo Fy-lineal y existe i € [n| tal que (¢™ — 1) 1 A;(C), entonces C no
proviene de un codigo Fym-lineal C.

3. Si Dy(C) := {supp(v) | v € C y Rwt(v) = d}, entonces |Dy(C)| = 229

qm—1

Demostracion. 1. Supongamos que supp(v) = supp(u) y que v, u son linealmente
independientes. Sea W = (v, u). Por el Lema [23] (2), se tiene que supp(W') =
supp(v) + supp(u) = supp(v). Por lo tanto,

Rwt(W) = dimg, (supp(W)) = dimg, (supp(v)) = d.

Entonces, por el Lema [23] (3), se tiene que d,.(C) = min{Rwt(S) : S <
C'y dimg,,, S =2} = d, es decir, M;(C) = My(C), lo cual es una contradic-
cion por el Teorema |3.1.3

2. Sea G := Fu el grupo ciclico multiplicativo de Fym. Por Lema m (1), se
cumple que Rwt(v) = Rwt(av) para todo o € F,m. Por lo tanto, G actiia
libremente (sin puntos fijos) sobre F;(C') para i € [n], donde F;(C) := {v €
C' | Rwt(v) = i}.

3. El resultado se deduce facilmente de la parte (1) y la parte (2).
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Ejemplo 3.1.10. El c6digo Fao-lineal C < Mat(3 x 3,Fs) de dimension ¢ = 3 y cuyas

palabras codigo no nulas son
11 111
: 0 1 |,| 1 1 :
10 1 1 0

10 0 0 00 1 110 10
(o10),( 1),(100),(011),(11

00 0 0 01 0 100 0 1
no proviene de un cédigo Fym-lineal C, porque Ay(C) =1, A;(C) =3y Ay(C) =4
y 28 —1=7¢1A4;(C) parai=1,4.

= o O
o O =
o O =
= = O
—

Definicién 3.1.11. Dado un subespacio U < Fy, denotamos
Mat(U) := {M € (Fy)ym : colsp(M) < U}.

Lema 3.1.12 ([33]). Sea C' < Fy.. un cddigo Fym-lineal, sea Ag(C) el cdigo asociado
a C, ysea U < Fy un subespacio de dimension u. Entonces se cumple que

[As(C)]

m(n—u)

I\s(C) N Mat(U)| = IAs(C): N Mat(U))].

Teorema 3.1.13. Sea C' < .. un cédigp AMRD dual, ¢ € C con Rwt(c) = d y
U = supp(c). Sea G el grupo multiplicativo de Fym y orb(c) la orbita de ¢ bajo la
accion de G. Se cumplen los siguientes hechos:

1. orb(c) U{0} es un subespacio vectorial de dimension 1 de C.

2. As(orb(c)U{0}) = As(C)NMat(U) y | \s(C)NMat(U)| = [As(C)-NMat (U)| =

q".

3. 8 A\s(C)t = Xg(Ct), entonces para cada vector de peso minimo ¢ en C,
existe (hasta miiltiplos) un tnico vector ¢+ de peso minimo tal que supp(ct) =
supp(c)*. En particular,

{supp(c)* : ¢ € C,Rwt(c) = d} = {supp(c*) : ¢- € C*, Rwt(c) = d*}.

Demostracion. 1. Claramente (c) = orb(c) U {0}.

2. Se tiene:

As(C)NMat(U) = {A\g(v) : v € C, colsp(Ag(v)) = supp(c) o A\g(v) = 0} = Ag(orb(c)U{0}).

dimg, (A5(0))

Por otro lado, dado que n —u=n—d = d*+ = , por el Lema|3.1.12

se concluye que

IAs(C) N Mat(U)| = [As(C)* N Mat(n x m,F,)(U*)].
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3. Si Ag(C)* = M\s(C*), entonces
0" = Ms(C) N Mat(U)] = [As(C4) N Mat(U)).

Por lo tanto,
As(CH) N Mat(U+) = Ag(orb(ch) U {0}),

donde ¢+ € C*, Rwt(ct) = d* y supp(ct) = supp(c)t. Asf se deduce que
{supp(c)* : ¢ € C,Rwt(c) = d} C {supp(c*) : ¢~ € C*+,Rwt(c) = d*}.

Como la aplicacién supp(c) — supp(c)t es inyectiva, entonces:

|{supp(c)L :c € C,Rwt(c) = d}| = |{supp(c) : c € C,Rwt(c) = d}| = ;}jici

Por el Lema [2.1.41| (2), se tiene que

Au(Ch) _ AdC)

L:L 1 tL:dL:
[fsupp(e!) s - € O, Rwt(e!) = d'}| = 00 = 200

siguiéndose la afirmacién.

]

Observacién 3.1.14. En general, un cédigo con métrica de rango no necesariamente
posee una base compuesta por vectores de peso minimo. De hecho, si el grupo
multiplicativo G de F,m actia sobre el conjunto D, := {c € C' | Rwt(c) = d} con
t 6rbitas y t < k = dimg,,, (C'), entonces C' puede no tener una base de vectores de
peso minimo.

Ejemplo 3.1.15. Sea ¢ = 3, n =4 y m = 5. Sea w una raiz primitiva de F3s. Sea
C el cédigo Fym-lineal [4,2,2] con matriz generadora

1 0 wlS w125
gen(C) = (0 1 w w125> :
Con MAGMA se verifica que Ay(C) = 1, Ay(C) = 242, A3(C) = 50094, Ay(C+) =1,
Ay(CH) = 242, A3(CH) = 8712 y A4(Ct) = 50094. Por lo tanto, C es un cédigo
AMRD dual de dimensién 2, formalmente autodual. Notamos que el grupo multipli-

cativo G de 35 actia transitivamente sobre el conjunto Dy (C), por lo que C' podria
no tener una base de vectores de peso minimo.

Sin embargo, el siguiente teorema muestra que si el codigo es MRD, entonces si
posee una matriz generadora compuesta por vectores de peso minimo.
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Teorema 3.1.16. Sea C' < Fy.. un cddigo MRD. Entonces se cumple:
1. C es un codigo MDS.

2. C = (Fy,(C)), donde Fy,, (C) :={ce C|wty(c) =du(C)}, siendo wtg(c) y

di(C) el peso y la distancia minima de Hamming respectivamente.
3. C = (Fy(C)), donde Fy(C) :={c e C | Rwt(c) =d(C)}.
Demostracion. 1. Como d(C) < dg(C) <n —k+ 1, entonces C' es MDS.

2. Sabemos que |Fy, (C)| = (5)(¢™ — 1). Por lo tanto, [Dg, (C)| = (}), donde
Dy, (C) = {suppy(c) | ¢ € C, wty(c) = du(C)}, es decir, Dy, (C) es un
diseno clasico dgy-(n,dy, 1). Para cada subconjunto S; de tamano dy(C') del
conjunto {1,...,n}, existe un vector v; de peso de Hamming dy(C) tal que

suppy (v;) = S;. Entonces existe una matriz G € Mat(k x n,F;m) de la forma:

V11 Vid-1 VUid 0 ce 0

V2,1 -+ U2d-1 0 Ui,d - 0
G=| . . ,

Vg1 ottt Uga—1 0 0 oo wpg

donde las filas son vectores de peso dg. El rango de G sobre Fym es &, por lo
tanto C' = (Fy,, (C)).

3. Como Fy,, (C) C F4(C), entonces C = (F;(C)).
0

3.2. Conexion entre codigos con la métrica del
rango y ¢g-analogo sistemas Steiner.

En [19] se ha demostrado que los soportes de palabras cédigo de peso minimo
de un [2d,d, d] c6digo dualmente AMDS (d > 2) que no tiene palabras cdédigo de
peso d+ 1 forman los bloques de un S(d — 1, d, 2d) sistema de Steiner clasico 'y d+ 1
debe ser un nimero primo. Por ejemplo, de esta manera, el cédigo de Golay ternario
extendido conduce a un sistema de Steiner S(5,6,12). En esta seccién probamos el
g-analogo de este resultado.

Recuerde que m . &8 el nimero de subespacios b-dimensionales contenidos en un
espacio vectorial a-dimensional sobre I, y que el nimero de bloques de un S(t, k, n),
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n

. . 7] . ., . . ,

sistema de Steiner es [k—]q A continuacion usamos libremente la simetria de los co-
tlq

eficientes binomiales gaussianos, es decir, [‘lﬂq = [afb]q.

El siguiente teorema, asi como el corolario [3.2.5 puede verse como g-anédlogos de
los resultados en [19].

Teorema 3.2.1 ([1]). Sea C' < F2 un [2d,d, d] cédigo dualmente AMRD con d > 2
y Ag1(C) = 0. Entonces el conjunto Dg(C') son los bloques de un S(d —1,d,2d),
sistema de Steiner.

Demostracion. (i) Sea W < Faf, de dimensién d — 1. Supongamos que W esté
contenido en dos bloques diferentes, es decir, elementos de Dy(C). Por lo tanto

W < supp(u) N supp(v)

con supp(u), supp(v) € Dy(C'). Como dim(supp(u) Nsupp(v)) < d — 1, obtenemos

W = supp(u) N supp(v).
Asi,
dim(supp(u) Nsupp(v)) =2d — (d—1) =d + 1.
Por el Lema m [tem (e), existen a, f € Fym tal que

supp(u) + supp(v) = supp(au + fv).

En consecuencia, au+ fv € C' tiene peso d+ 1, una contradiccién. Esto significa que
cada subespacio (d — 1)-dimensional de ng estd Contenido a lo sumo en un bloque.
(ii) Segin el Lema [3.1.9( (b) tenemos |Dy(C)| = . Como Ayz41(C) = 0, el
Teorema 27 de [14] produce

[Zd
d

por lo tanto, | D4(C)| = [ d
d

1}" Como cada bloque contiene exactamente [ d71] . subes-

TaT
pacios de dimensién (d — 1) y cada subespacio (d — 1)-dimensional esta contenido a
lo sumo en un bloque por (i), los bloques en total contienen

|Dd<c>|[df1L= Lf_dl]q

d{djq es el numero de subespacios (d — 1)-

dimensional en un espacio de dimensién 2d, la prueba esta completa. O

subespacios de dimension d — 1. Como [
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Observacion 3.2.2. Sea C' < Fih un [2d, d, d] c6digo dualmente AMRD con d > 2
y Agy1 = 0. Entonces C* también conduce a un S(d—1, d, 2d), g-sistemas de Steiner,
porque C' es formalmente auto-dual debido a ([I3], Lema 4.11).

Ejemplo 3.2.3. Sea C' el cédigo Fas-lineal [4,2, 2] con matriz generadora

01 w 0
10 0 w/’

donde w es una tercera raiz primitiva de la unidad en F3,. Con MAGMA [4] obte-
nemos

Ag(C) = Ag(CF) = 1, Ay(C) = As(CH) = 75, A5(C) = A5(CH) =0

Ay(C) = Ay(CF) = 180.

Por lo tanto, C' es un cédigo [4, 2, 2] dualmente casi MRD sobre Fos. En consecuencia,
segun el Teorema [3.2.1} los elementos de Dy(C') son los bloques de un sistema Steiner
S(1,2,4)s.

Por el Lema [2.2.3] la existencia de un sistema g-Steiner S(d — 1,d,2d), para
d > 2 implica la existencia de S(1,2,d + 2),. Dado que el nimero de bloques de

[,

dicho sistema Steiner es e deduce que ¢? — 1 | ¢@+2
llq

— 1. Asi, d debe ser par,
por lo tanto d + 1 impar.

Teorema 3.2.4 ([1]). Si un g-sistema de Steiner S(d — 1,d,2d), con d > 2 existe,
entonces d + 1 es un primo.

Demostracion. Sea p un ntimero primo con p | d+ 1 # p, por lo tanto d + 1 = px
con x > 2. Dado que p — 1 < d — 1 por Lemma [2.2.3 implica la existencia de un
S(p—1,p,d+ p), sistema Steiner. Este sistema Steiner tiene exactamente

.

bloques. Tenemos

[ztﬂq (qd+p — 1)(qd+p71 —1)-- (qd+2 —1)
B, @-0@ -1 @1 (3.1)
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Como d + 1 = px vemos que p{d+i para i = 2,...,d + p. Tenga en cuenta que
p es impar. Por lo tanto, por el teorema de Zsigmondy ([3], Cap. IX, Teorema 8.3),
existe un prime r tal que r | ¢ — 1 pero r t ¢ — 1. Como ged(¢™ — 1,¢™ — 1) =
q9°mn) — 1 el primo r no divide ninguno de los factores del numerador en ,
una contradiccion. O

Corolario 3.2.5 ([1]). Sea C' < F2, un [2d, d, d] cddigo dualmente AMRD con d > 2
y Agr1 = 0. Entonces d + 1 es un primo.

Demostracion. Esta es una consecuencia inmediata de los Teoremas y [3.2.4]
m

Observacién 3.2.6. En ([19], Teorema 25) se ha demostrado que un cddigo [2d, d, d]
dualmente AMDS sin palabras c6digo de peso d+1y d+2 es o bien el binario [8, 4, 4]
c6digo de Hamming o el ternario [12, 6, 6] cédigo de Golay. En contraste, un cédigo
[2d, d, d] dualmente AMRD en Iﬁ‘giin (2d < m) con Ag1 = 0 = Agi2 no existe. Esto
puede verse como sigue. Usando la distribucién de peso del cédigo ([14], Teorema
27) obtenemos

(]

d+1lg

i,

Ag =

(¢ —1)

como Az =0,y

Au= m}}q(qm—n{[dﬂ —<qm+1>}

como Ag.o = 0. Comparando estas ecuaciones conduce a

{7, e

qm+2 o qm + q2 — qd+27

que no tiene solucion ya que 2 < 2d < m.

por lo tanto

Teorema 3.2.7. Sea C < Fp.. un cédigo de Gabidulin MRD y Dq(C') := {supp(c) |
c € C y Rwt(c) = d}. Entonces |Dy(C)| = [’ﬂq y Dy es el diserio trivial t-
(n,d, [Z:ﬂ)q para todo t =0, ...,d.

Demostracion. Sabemos que la distribucion de rango de C' es

4,(C) = [”] (1)) H (qm?—m) . 1)

q j=
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para r = d,...,n. Por lo tanto, A,;(C) = [Z]q(qm — 1). Como |Dy(C)| = 24

|
entonces |Dy(C)| = mq, es decir, Dy(C) es el grassmanniano completo [Fﬂq. O



CAPITULO 4

Descomposicion de cédigos MRD

En este capitulo, definimos codigos MRD simples, semisimples e indescomponi-
bles.

Recuerde que los cédigo MRD en Mat(n x m,F,) tiene dimensién km donde
1 <k <n. Asi que el cédigo MRD mas pequeno tiene dimension m, esto motiva a
la siguiente definicién.

Definicién 4.0.1. Sea C C Mat(n x m,F;) un cédigo MRD. El cédigo C se llama
simple o minimal si k = 1, por lo tanto dimg, (C) = m.

Observacion 4.0.2. Al conocer los cddigos MRD simples en Mat(n x m,F,), tam-
bién conocemos todos los cédigos MRD en Mat(n x m,F,) con dimensién (n —1)m.
En particular, si C es un cédigo MRD simple, entonces C* es un cédigo MRD con

dimg, (C*) = (n — 1)m.
4.1. Descomposicién de cédigos MRD conocidos.

Sea G, < Mat(n x n,F,) un cédigo de Gabidulin de tamano ¢"™ con k > 1. De
acuerdo con ([30], Lema 4.5) podemos escribir (hasta equivalencia)

Gi=GI®GAD - ®GA!

65
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donde A es una matriz de permutacién de orden n y G; es un cédigo de Gabidulin de
tamano ¢™. Note que todos los G A® son equivalentes a Gy, que es un cédigo MRD
simple y corresponde al cuerpo de extension Fym.

Definicién 4.1.1. Llamamos proyeccion a la funcién
7 : Mat(m x m,F,) — Mat(m x n,F,),
que elimina las dltimas m — n columnas de una matriz en Mat(m x m,F,).

Obsérvese que los cédigos de Gabidulin en Mat(m x n,F;), con m > n no son
mas que proyecciones de los cédigos de Gabidulin en Mat(m x m,F,). Dado que la
proyeccion es una funcion lineal, cada uno de estos cédigos es una suma directa de
cddigos MRD simples.

Definicién 4.1.2. Sea C C Mat(n x m,F,) un cédigo MRD de dimensién km. Se
dice que C es completamente reducible si puede escribirse como:

donde cada componente C; es un cédigo MRD simple.

Ejemplo 4.1.3. Sea G un c6digo de Gabidulin simple en Mat(4 x 4, Fs). Entonces,
su dual G+ es un cédigo MRD en Mat(4 x 4,F,) con dimg, (G*) = 12.

Dado que G* es un cédigo de Gabidulin, es completamente reducible, y sus compo-
nentes son codigos simples de Gabidulin. Por lo tanto, todos ellos corresponden a al
campo de extension Fqg.

4.2. Coédigos MRD F-lineales obtenidos de co6di-

gos [F n-lineales
En la seccién [2.1.3] definimos Ag(C) := {A\g(v) : v € C'} C Mat(n x m,F,) como

el codigo Fy-lineal asociado al cédigo con la métrica de rango C' C [y, con respecto
a una base B de Fym sobre F,.

Esta transformacién nos permite construir un cédigo con la métrica del rango
sobre IF, a partir de un cédigo clasico sobre Fgm.

Observacion 4.2.1. Los codigos de Gabidulin surgen precisamente de esta cons-
truccion.
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Como es habitual, denotamos por A,(C) el nimero de matrices de rango r en un
c6digo con la métrica de rango C < Mat(n x m,F,).

Lema 4.2.2. Sea A\g(C) < Mat(n x m,F,) un codigo con la métrica de rango de
dimension mk obtenido de un cddigo lineal C' < Fy.n. Si se cumple que:

A, (Ap(C)) > ¢+,

entonces A\g(C') es completamente reducible y todas sus componentes son cddigos de
Gabidulin simples.

Demostracion. Dado que A,(Ag(C)) # 0, podemos elegir un vector ¢; € C' tal que
As(c1) tiene rango maximo, es decir, rank(Ag(c;)) = n. Por el Lema [2.1.1§ también
se tiene que:

rank(As(acy)) =n, para todo a € Fp..

Definimos:
As(Ch) = {slacy) |a € Fym}.

Entonces Ag(C1) < Ag(C) y A\g(C1) es un cédigo de Gabidulin simple.
Supongamos ahora que 7 < k—1, y que ya hemos encontrado vectores ¢y, ...,c, € C
tales que para i = 1,...,r, se tiene que:

A8(Ci) = {slac;) | a € Fym}
vy As(C1) @ -+ @ A\5(C,) < Ag(C). Como
ATL()‘B(C» Z qm(kil) > qmr —1= ’)‘B<Cl) - )\B(Cr> \ {O}‘a

entonces existe un vector ¢,41 € C'\ (c1,...,¢.) tal que A\g(C,41) tiene rango n.
Definimos:

A5(Cri1) = {As(acry1)) | a € Fyn}.
claramente, se tiene que:

A5(Cry1) N (As(CL) @ -+ @ M5(C,)) =0,

por lo tanto Ag(Ch) @ -+ ® Ag(Cr11) < Ag(C). Repetimos este proceso hasta que
r =k — 1, y finalmente obtenemos:

As(C) @ -+ @ As(Cr) = As(C).

Asi, Ag(C') es completamente reducible, y sus componentes son cédigos de Gabidulin
simples. O
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Teorema 4.2.3. Sea C = A\g(C) un cddigo lineal MRD de dimension km en Mat(nx
m,F,). Suponga que C se obtiene de un cddigo cldsico Fym-lineal en Fy... Entonces
C es completamente reducible, donde todos los componentes son cddigos simples de

Gabidulin.

Demostracion. Sabemos del Corolario [2.1.45 que la distribucién de rangos de un
cddigo MRD esta unicamente determinada por los parametros del cédigo. Mas es-
pecificamente, si dimC = km, entonces

=0
Definimos
N k-1
a; = q(z) [} (qm(k_i) —1), demodo que A,(C) = Z(—l)iai.
tlq =0

Entonces basta con probar que:

m(k—1)

ay —ay > q -1y a—a1 >0 para 1=2,..., k—2.

(k—1)

Para la desigualdad ag — a; > ¢™ — 1. Notamos que:

m qn_]_ m(k—
ap —ay = ¢ k—l—qj(q (= —1).

Entonces:

n

1
a—a>q"* V-1 & ¢ 1> (q + 1) (¢"* — 1)

qg—1

Observamos que:

n_1
(q - + 1) (qm(k—l) . 1) < (qn + 1)qm(k—1)‘
q_

Ahora, si n < m, entonces
(qn + 1)qm(k—1) < qm(k—l) . qm _ qu.
Por lo tanto, se concluye que:

ag —ay > ¢"*Y — 1.
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Para verificar que a; — a;11 > 0 para ¢ = 2,...,k — 2. Consideramos el cociente:

Qiv1 _ [1'11](1 gm Tl -1

1

Usando que

Yy que

concluimos que
a: i, n—1 n
w404
a; qm

m

L

ya que n < m. Por lo tanto, a; — a;11 > 0.
Para evaluar la suma alternada. Dependiendo de la paridad de k, se tiene:
si k = 2r, entonces

<
|
—

An(C) = : (CLQi — a2i+1).

I
o

Si k= 2r + 1, entonces

r—1

A,(C) = Z(am — Qi41) + Qp—1-

1=0

m(k—1)

Como hemos demostrado que ag — a; > q — 1y que ag; — ag;1 > 0 para todo

1, se concluye que

Por el Lema [4.2.2] se deduce que el cédigo C es completamente reducible, y todas

sus componentes son cédigos simples de Gabidulin.
O
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