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Introducción

El presente trabajo se hizo con base a los art́ıculos de Tadmor [17], [19], con el fin de
generar flujos con establilidad de entroṕıa para modelos de tráfico vehicular escalares y
para sistemas, en particular para el modelo multiclases de Lighthill-Whitham-Richards
(MCLWR).
En esta investigación también se estudia la información caracteŕıstica asociada al flujo
numérico de el modelo MCLWR, necesaria para la implementación del método SP-WENO
y SP-WENO-C ( [7] y [14] respectivamente) al momento de desarrollar los esquemas
numéricos y genera flujos numéricos entrópicos conservativos [9].
Por otro lado, a estos flujos numéricos entrópicos conservativos se les añadirá difusión
numérica (ver [14]), con la finalidad de obtener un flujo de alto orden entrópico estable,
como lo realizado en [4] con el modelo de Greenshield.
Además, se incluyen en el trabajo varios experimentos numéricos junto con sus respectivas
tablas de errores y razones de convergencia, calculados usando una solución de referencia
(dado que no existen soluciones exactas para el problema considerado) y se incluyen
además gráficas de las soluciones aproximadas en diferentes tiempos con el fin de testear
el desempeño del esquema entrópico estable desarrollado.
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Preliminares

1.1. Conceptos básicos

Definición 1.1.1 Un sistema de leyes de conservación de primer orden y unidimensional
en la variable espacial, es un sistema de ecuaciones diferenciales parciales de la forma

∂tρ+ ∂xf (ρ) = 0, (x, t) ∈ R× [0,∞[ , (1.1)

donde ρ = ρ(x, t) : R× [0,∞[→ Ω es el vector de incógnitas y f : Ω→ RN es la función
de flujo, la cual en general es no lineal. Aqúı Ω es un subconjunto abierto de RN . Junto
a (1.1) se considera el dato inicial

ρ(x, 0) = ρ0(x), x ∈ R. (1.2)

Definición 1.1.2 Una solución clásica del problema de Cauchy (1.1)-(1.2) es una función
ρ de clase C1 que satisface dicho sistema puntualmente.

Definición 1.1.3 Una función u ∈ L∞(R × [0,∞[) es una solución débil del problema
de Cauchy si∫

R

∫
[0,∞[

[ρ(x, t)φt(x, t) + f(u(x, t))φt(x, t)]dtdx+

∫
R
ρ0(x)φ(x, 0)dx = 0

para toda función test φ ∈ C1
0(R× [0,∞[), diferenciable con soporte compacto.

Las soluciones débiles para un sistema de leyes de conservación no necesariamente son
únicas, en consecuencia, para obtener unicidad se requiere una condición adicional o cri-
terio de admisibilidad, usualmente llamada condiciones de entroṕıa, para seleccionar una
solución que sea f́ısicamente relevante.

Definición 1.1.4 Sean E : RN → R y Q : RM → R funciones de clase C2 con E convexa.
Se dice que E es una función de entroṕıa para el sistema (1.1) si

v>Jρf(ρ) = ∂ρQ(ρ), (1.3)

3
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donde v> = ∂ρE(ρ) son las variables de entroṕıa y Jρf(ρ) la matriz Jacobiana de la
función de flujo, esto es,

Jρf(ρ) =

(
∂fi
∂ρj

)
1≤i,j≤N

La función Q es llamada función flujo de entroṕıa asociada a E y (E,Q) es llamado un
par de entroṕıa para la ecuación (1.1)

Una consecuencia de la ecuación (1.3) es que las soluciones suaves de (1.1) satisfacen la
identidad de entroṕıa

∂tE(ρ) + ∂xQ(ρ) = 0. (1.4)

Definición 1.1.5 Una solución débil ρ de problema (1.1)-(1.2) donde la dupla (x, t) ∈
R × [0,∞[, se llama una solución de entroṕıa si para todo par de entroṕıa (E,Q) y
toda función no negativa φ ∈ C∞0 (R× [0,∞[) se cumple que:∫ ∞

0

∫
R
[E(ρ)φt +Q(ρ)φx]dxdt+

∫
R
E(ρ0(x))φ(x, 0) dx ≥ 0. (1.5)

Para un sistema de leyes de conservación unidimensinal con matriz Jacobiana simétrica,
se tiene que

∂fi
∂ρj

=
∂fj
∂ρi

i, j = 1, ..., N.

Estas ecuaciones se llaman condiciones de compatibilidad.

Teorema 1.1.1 [11] Sean Ω un subconjunto convexo de RN y E : Ω −→ R una función
de clase C2 estrictamente convexa. Entonces E es una entroṕıa para el sistema (1.1) si y
solo si la matriz D2E(ρ)Jρf(ρ) es simétrica.

Teorema 1.1.2 [11] Una condición suficiente y necesaria para que el sistema (1.1)-(1.2)
posea una entroṕıa estrictamente convexa E es que exista un cambio de variables ρ = ρ(v)
al que

Jvρ(v)
∂v

∂t
+ Jρf(ρ)Jvρ(v)

∂v

∂x
= 0

con Jvρ(v) simétrica y definida positiva, y Jρf(ρ)Jvρ(v) simétrica.

Observación 1.1.1 Las leyes de conservación escalares unidimensionales poseen infini-
tas funciones de entroṕıa, de hecho, para cualquier función convexa E, (E,Q) es un par
de entroṕıa con

Q(σ) =

∫ σ

0

E ′(τ)f ′(τ) dτ. (1.6)

Tal riqueza en pares de entroṕıa para el caso escalar facilita el estudio del problema
de existencia y unicidad. Infortunadamente, en general para los sistemas de leyes de
conservación, no siempre es una tarea sencilla hallar funciones de entroṕıa.
A continuación definiremos sistemas hiperbólicos, concepto fundamental en el contexto
de leyes de conservación.
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Definición 1.1.6 El sistema de leyes de conservación (1.1) es llamado hiperbólico, si la
matriz Jacobiana Jρf(ρ) es diagonalizable con valores propios reales. Estos lo denotamos
como

λ1(ρ) ≤ ... ≤ λN(ρ).

Si los valores propios son, además, todos distintos, entonces decimos que el sistema es
estrictamente hiperbólico. Los valores propios λj(ρ) de un sistema hiperbólico son
llamados también velocidades caracteŕısticas.

Teorema 1.1.3 [9] Si el sistema conservativo (1.1) tiene una entroṕıa estrictamente
convexa, entonces dicho sistema es hiperbólico.

Ahora, se presentan algunos modelos de tráfico vehicular ya establecidos, en primer lugar
se estudian los modelos de Drake, Greenberg, Greenshield y Underwood; y al final un
análisis del modelo multiclase de Lighthill-Whitham-Richards (MCLWR).

1.2. Modelos de tráfico vehicular escalares

En esta sección recordamos algunos modelos de tráfico vehicular encontrados en la litera-
tura, que se describen matemáticamente por una ley de conservación escalar

ρt + f(ρ)x = 0,

donde f(ρ) = ρφ(ρ), diferenciandose cada modelo en la función φ(ρ).

Modelo de Greenshield: En este modelo, propuesto por Greenshield en 1953, esta-
blece una relación lneal entre la velocidad y la densidad vehicular. La función velocidad
en este modelo viene dada por:

φ(ρ) = vf

(
1− ρ

ρm

)
, (1.7)

donde vf es la velocidad máxima de la carretara despejada y ρm es la densidad de embo-
tellamiento.

Modelo de Greenberg: En este modelo, propuesto por Greenberg en 1959, tomado
del análisis de tráfico vehicular del tunel Lincon en Nueva York, estableciendo que la
función velocidad (dependiendo de la densidad vehicular) viene dado por,

φ(ρ) = vc log

(
ρm
ρ

)
, (1.8)

donde vf es la velocidad de capacidad, mientras que ρm es la densidad máxima, y no hay
autos en movimiento.
El modelo de Greenberg modificado, propuesto por, Ardekani y Ghandehari en 2008,
considera que en condiciones de muy poco tráfico, existe al menos un vehiculo sobre la
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carretera, introduciendo una densidad mı́nima ρ0. Bajo este supuesto, este modelo viene
expresado por la función de velocidad

φ(ρ) = vc log

(
ρj + ρ0

ρ+ ρ0

)
. (1.9)

En este documento, se tomaron los datos ρj = 754, ρ0 = 5 y vc = 14,3 de la referencia [2].

Modelo de Underwood: Este modelo, propuesto por Underwood en 1961, propone
la existencia de una relación exponencial entre la velocidad y la densidad. Dicho modelo
es más preciso que los de Greenberg y Greenshield para condiciones de poco tráfico vehi-
cular, pero bastante impreciso para tráfico más denso. En este caso tenemos la función,

φ(ρ) = vf exp

(
−ρ
ρm

)
. (1.10)

siendo vf = 72,4 y ρm = 58,2, tomados de la referencia [2].
Este modelo no tiene un buen comportamiento al momento de que la densidad ρ es bas-
tante próxima a ρm, cuando la velocidad se aproxima a cero; pero la función exponencial
puede ser expresada en una serie de Taylor expandida.

φ(ρ) = vf

(
1− ρ

ρm
+

ρ2

2ρ2
m

− ρ3

6ρ3
m

)
.

Modelo de Drake: Este modelo propuesto en 1961 por Drake, debido a que éste mismo
estudiaba varios modelos ya propuestos con anterioridad, pero ninguno se ajustaba signi-
ficativamente. Su modelo se ajusta mejor a tráfico poco congestionado, pero nuevamente
cae en el hecho de falta de precisión para alta congestión. Dicho modelo viene dado por
la función de velocidad

φ(ρ) = vf exp

(
−1

2

ρ2

ρ2
m

)
. (1.11)

Al igual que el modelo de Underwood, en este modelo se tienen problemas de aproximación
para la velocidad cerca al cero, por lo tanto nuevamente nos valemos de la aproximación
por series de Taylor, para este esquema, tomando la suma hasa el mismo término del
modelo anterior tenemos,

φ(ρ) = vf

(
1− ρ2

2ρ2
m

+
ρ4

8ρ4
m

− ρ6

48ρ6
m

)
,

donde se trabajo con vf = 57,8 y ρm = 56,4

1.3. Modelo multiclase de Lighthill-Whitham-Richards

(MCLWR)

1.3.1. Descripción del modelo

En esta sección se describe el modelo de múltiples clases (o multi clases) de Lighthill-
Whitham-Richards (MCLWR) y se presenta el par de entroṕıa para dicho modelo pro-
puesto por Wong y Wong y Benzoni-Gavage y Colombo junto con la información carac-
teŕıstica. Dicho modelo constituye una extensión del modelo continuo de flujo de tráfico
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escalar (unidimensional) desarrollado por Lighthill-Whitham-Richards (LWR). El modelo
original de LWR es descrito por una sola ley de conservación escalar

∂tρ+ ∂x(ρv(ρ)) = 0,

siendo ρ(x, t) la densidad de veh́ıculos (veh́ıculos por milla) donde la función velocidad
v es no negativa y v′(ρ) < 0. Una primera falencia de éste modelo es que supone que
todos los conductores responden en forma homogénea a un evento determinado. La ex-
tensión a varias clases (modelo MCLWR) es más realista al considerar el comportamiento
heterogéneo de los diferentes conductores y es descrito por un sistema de leyes de conser-
vación no lineal y unidimensional (1.1), donde ρ = ρ(x, t) = (ρ1, ..., ρN)> es el vector de
densidad, es decir, para cada i = 1, ..., N , ρi es la densidad de veh́ıculos que pertenece a
la clase i y f(ρ) = (f1(ρ), ..., fN(ρ))> es el vector de flujo. Bajo el supuesto de que los
conductores de cada clase ajustan su velocidad a la densidad total r = ρ1 + ... + ρN , es
decir, vi(ρ) = ui(r)ρi para i = 1, ..., N , la función de flujo adquiere la forma

fi(ρ) = ρiui(r), i = 1, ..., N, (1.12)

con
ui(r) = βiφ(r), i = 1, ..., N.

Aqúı, βi es la velocidad máxima alcanzada por los veh́ıculos en la clase i con 0 < β1 <
... < βN y φ(r) es una función (que no se anula en ningún punto) que describe el com-
portamiento de los conductores. Algunas expresiones estándar para φ se presentaron en
la sección anterior con los modelos de Greenshield, Greenberg, Drake y Underwood. El
espacio de fase para (1.1) es

D = {ρ = (ρ1, ..., ρN)> ∈ RN : ρ1, ..., ρN ≥ 0, r =
N∑
i=1

ρi ≤ rmáx}, (1.13)

donde rmáx es la densidad máxima de veh́ıculos.

De un cálculo directo de la matriz Jacobiana Jρf(ρ) =
(
∂fi
∂ρj

)
1≤i,j≤M

a partir de (1.12),

se obtiene
∂fi
∂ρj

=

{
ui(r) + ρiu

′
i(r), si i = j,

ρiu
′
i(r), si i 6= j.

Por lo tanto,
Jρf(ρ) = diag(ui(r)) + ab>,

con

a =

 ρ1u
′
1(r)
...

ρNu
′
N(r)

 y b =

 1
...
1

 , (1.14)

es decir, Jρf(ρ) es una perturbación de rango uno de la matriz diagonal cuyas entradas
son las velocidades de las clases.
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A continuación presentaremos los detalles de los cálculos para obtener un par de en-
troṕıa para el modelo. Una consecuencia importante de disponer de un par de entroṕıa
es que dicha información puede usarse para la construcción de esquemas conservativos de
entroṕıa, actualmente hay una corriente muy activa en esta ĺınea de investigación, ver por
ejemplo referencia [6, 8, 19].

Dado que ui(r) = φβi, para i = 1, ..., N , entonces

Jρf(ρ) = φ(r)

 β1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · βN

+ φ′(r)

 ρ1β1 · · · ρ1β1
...

. . .
...

ρNβN · · · ρNβN

 . (1.15)

Para que la matriz Hessiana sea diagonal, la entroṕıa tiene que ser de la forma

E(ρ) = e1(ρ1) + ...+ eN(ρN),

donde ei son funciones por determinar.

Luego

∂2
ρE = diag(e′′i (ρi)).

Si tomamos a ρ1 > 0, ..., ρN > 0 se tendŕıa que

(∂2
ρEJρf)ij = (∂2

ρEJρf)ji.

Entonces

e′′i (ρi)φ
′(r)ρiβi = e′′j (ρj)φ

′(r)ρjβj, i = 1, ..., N.

Aśı,

e′′i (ρi)ρiβi = e′′j (ρj)ρjβj = k, k = constante.

En consecuencia,

e′′i (ρi) =
1

ρiβi
i = 1, ..., N.

Integrando con respecto a ρi,

e′i(ρi) =
1

βi
ln ρi i = 1, ..., N

se obtiene

ei(ρi) =
1

βi

∫
ln ρi dρi =

1

βi
ρi(ln ρi − 1) i = 1, ..., N.

De esta forma obtenemos una función de entroṕıa para la ley de conservación (1.4) la cual
viene dada por

E(ρ1, ..., ρN) =
N∑
i=1

1

βi
ρi(ln ρi − 1). (1.16)
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Por otra parte, utilizando la relación ∂ρQ = ∂ρEJρf podemos hallar fácilmente el flujo
de entroṕıa asociado a E

∂ρEJρf = (e′1(ρ1), ..., e′N(ρN))

 φβ1 + φ′ρ1β1 · · · φ′ρ1β1
...

. . .
...

φ′ρNβN · · · φβN + φ′ρNβN


=

(
∂Q

∂ρ1

, ...,
∂Q

∂ρN

)
.

Dado que e′i(ρi) = 1
βi

ln(ρi), i = 1, ..., N , resulta

∂Q

∂ρi
= φ′

N−1∑
j=1,j 6=i

ρj ln(ρj) + ln(ρi)(φ+
dφ

dρi
ρi), i = 1, ..., N.

Integrando con respecto a ρi,

Q(ρ1, ..., ρN) = φ
N−1∑

j=1,j 6=i

ρj ln(ρj) +

∫
φ ln(ρi) dρi +

∫
φ′ρi ln(ρi) dρi.

Ahora, integrando por partes la segunda integral, se obtiene

Q(ρ1, ..., ρN) = φ
N−1∑

j=1,j 6=i

ρj ln(ρj) +

∫
φ ln(ρi) dρi + φρi ln(ρi)

−
∫
φ dρi −

∫
φ ln(ρi) dρi

= φ
N∑
j=1

ρj ln(ρj)−
∫
φ dρi.

Luego,

Q(ρ1, ..., ρN) = φ(r)
N∑
j=1

ρj ln(ρj)− Φ(r), (1.17)

donde Φ es una primitiva de φ.
Aśı, se obtiene el par de entroṕıa propuesto por Benzoni-Gavage y Colombo en [3]:

E(ρ) =
N∑
i=1

1

βi
ρi(ln ρi − 1), (1.18)

Q(ρ) = φ(r)
N∑
j=1

ρj ln(ρj)− Φ(r). (1.19)

Note que la matriz Hessiana de E es definida positiva, por lo tanto, E es estrictamente
convexa, luego por el Teorema 1.1.3 el sistema de leyes de conservación (1.1), (1.12) es
hiperbólico.
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1.3.2. Información caracteŕıstica

La información caracteŕıstica asociada a la matriz Jacobiana del modelo MCLWR nece-
saria para la implementación de los esquemas numéricos se calcula como sigue(ver [5]).

Sea Λ := {q : aq = 0}, donde a está dada por (1.14), la estructura de los vectores propios
de Jρf es la siguiente: Para q ∈ Λ, uq es un valor propio, con los correspondientes vectores
propios a izquierda y a derecha normalizados l y r, dados por

li = δq,i, ri =

{
ai

S(uq)(uq−ui) , si i 6= q,

1, si i = q.

Si c es el número de elementos de Λ, los valores propios restantes son las N − c ráıces
reales de S(λ) = 0, con los correspondientes vectores propios izquierdos y derechos, l y r,
dados por

li =
1

ui − λ
, ri =

ai
ui − λ

.

En efecto, sea λ el valor propio de J := Jρf asociado al vector propio a derecha r, es
decir,

Jr = λr

entonces, teniendo en cuenta que J = D + ab>, resulta

(D − λI)r + a(b>r) = 0.

Si λ 6= ui para cada i = 1, ..., N , se sigue que

r + (D − λI)−1aξ = 0, con ξ = b>r. (1.20)

Si multiplicamos por b> , obtenemos,

b>r + (b>(D − λI)−1a)ξ = 0,

(I + b>(D − λI)−1a)ξ = 0,(
1 +

N∑
i=1

aibi
ui − λ

)
ξ = S(λ)ξ = 0.

Puesto que ξ 6= 0, resulta, S(λ) = 0. Sin pérdida de generalidad, tomemos ξ = −1 , se
obtiene aśı

r = (D − λI)−1a =

(
a1

u1 − λ
, ...,

aN
uN − λ

)>
.

Luego,

ri =
ai

ui − λ
, i = 1, ..., N
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Por otra parte es fácil ver que los vectores propios a izquierda de J = D + ab> son los
vectores propios a derecha de D + ba>. En efecto, suponga que l es un vector propio a
izquierda de J asociado al valor propio λ, es decir,

l>J = λl>,

l>(D + ab>) = λl>,

entonces
(D + ba>)l = λl.

Aśı procediendo como se hizo arriba para r resulta

l = (D − λI)−1b =

(
1

u1 − λ
, ...,

1

uN − λ

)>
,

esto es,

li =
1

ui − λ
, i = 1, ..., N

Si ρq = 0 para algún q ∈ {1, ..., N}, entonces aq = 0. Luego

e>q J = e>qD + e>q ab
> (e>q := (0, ..., 1, ..., 0))

= uqe
>
q + aqb

>

= uqe
>
q ,

es decir, l = e>q es un vector propio a izquierda de J con valor propio asociado λ = uq.

Para el cálculo del vector propio a derecha asociado con uq se procede aśı:

Jr = uqr,

(D + ab>)r = uqr,

(D − uqI + ab>)r = 0.

Entonces,
(ui − uq)ri + ai(b

>r) = 0, i = 1, ..., N.

Para q 6= i

ri +
ai

(ui − uq)
ξ = 0 con ξ = b>r. (1.21)

Con el objeto de que los vectores estén normalizados se impone la condición

rq = e>q r = 1.

Por ende, de (1.21)
N∑
i=1
q 6=i

ri +
N∑
i=1
q 6=i

ai
ui − uq

ξ = 0
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por lo tanto,

(ξ − rq) +
N∑
i=1
q 6=i

ai
ui − uq

ξ = (ξ − 1) +
N∑
i=1
q 6=i

ai
ui − uq

ξ = 0,

en consecuencia, 1 +
N∑
i=1
q 6=i

ai
ui − uq

 ξ = 1.

Por lo tanto
S(uq)ξ = 1.

Se sigue entonces que,

S(uq) 6= 0, ξ =
1

S(uq)
,

y en consecuencia

ri =
ai

S(uq)(uq − ui)
.



Caṕıtulo 2

Esquemas entrópicos estables

2.1. Esquemas entrópicos conservativos y estables

En este caṕıtulo se presentan los conceptos y resultados básicos de esquemas entrópicos
conservativos y esquemas entrópicos estables, y se construye el flujo numérico con base
al teorema de Tadmor en [16] para el modelo MCLWR aplicado al modelo de tráfico
vehicular de Drake. Consideremos el caso unidimiensional general del sistemas de leyes de
conservación independiente del contexto de los modelos de tráfico.
Supongamos que existe un par de entroṕıa (E,Q) asociado a (1.1)

∂tρ+ ∂xf (ρ) = 0, (x, t) ∈ R× [0,∞[ ,

si ρ = ρ(x, t) es una solución suave para dicho sistema, al multiplicar (1.1) por la variable
de entroṕıa vT := ∇ρE(ρ), satisface (1.4)

∂tE(ρ) + ∂xQ(ρ) = 0.

Sin embargo esta identidad no es válida para soluciones no suaves, más aún (1.4) se
transforma en la desigualdad de entroṕıa en el sentido de distribuciones

∂tE(ρ) + ∂xQ(ρ) ≤ 0. (2.1)

Un esquema semi-discreto conservativo y consistente para (1.1), sobre una malla espacial
uniforme xj = j∆x, j ∈ Z viene dado por

d

dt
ρj(t) +

Fj+ 1
2
− Fj− 1

2

∆x
= 0, (2.2)

donde ρj(t) denota la aproximación numérica para ρ(xj, t) y

Fj+ 1
2

= F(ρj−m+1, . . . ,ρj+m)

es el flujo numérico asociado con xj+ 1
2
. Suponemos que Fj+ 1

2
es una función Lipschitz

continua y consistente en el sentido estandar, es decir

F(ρ,ρ, . . . ,ρ) = f(ρ).

13
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Definición 2.1.1 Sea (E,Q) un par de entroṕıa convexo. El esquema (2.2) es llamado
entrópico estable respecto al par de entroṕıa (E,Q) si satisface la desigualdad de entroṕıa
discreta

d

dt
E(ρj(t)) +

Q̃j+ 1
2
− Q̃j− 1

2

∆x
≤ 0 (2.3)

para algún flujo numérico Q̃j+ 1
2

consistente con el flujo de entroṕıa Q.

En el caso que se satisfaga la igualdad en en (2.3), se dice que el sistema es entrópico
conservativo.

El siguiente teorema, el cual es fundamental, se usa la siguiente notación: vj = v(uj),
ψj = ψ(vj), uj+ 1

2
= 1

2
(uj +uj+1) y [[u]]j+1/2 = uj+1−uj con el fin de enunciar un resultado

de Tadmor.

Teorema 2.1.1 [16] Suponga que el sistema de leyes de conservación unidimensional

(1.1) está dotado de un par de entroṕıa (E,Q). Sea F̃ j+ 1
2

una función de flujo numérico
consistente que satisface

[[v]]Tj+1/2 · F̃ j+ 1
2

= [[ψ]]j+1/2, (2.4)

para todo i ∈ Z, donde vT = ∇ρE(ρ) es la variable de entroṕıa y ψ es la llamada función
potencial de entroṕıa definida por

ψ(v) := vT f(ρ)−Q(ρ). (2.5)

Entonces, el esquema conservativo

d

dt
ρj(t) +

F̃ j+ 1
2
− F̃ j− 1

2

∆x
= 0,

es de segundo orden de exactitud, entrópico conservativo, y satisface la identidad de en-
troṕıa discreta

d

dt
E(ρj(t)) +

Q̃j+ 1
2
− Q̃j− 1

2

∆x
= 0,

con flujo de entroṕıa numérico Q̃j+ 1
2

= vT
j+ 1

2

F̃ j+ 1
2
− ψj+ 1

2
.
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Demostración:
Multipliquemos el flujo numérico de (2.2) con la variable de entroṕıa:

vTi ·
F̃ i+ 1

2
− F̃ i− 1

2

∆x
=

1
2
(vi + vi+1)T · F̃ i+ 1

2
− 1

2
(vi + vi−1)T F̃ i− 1

2

∆x

−
(vi+1 − vi)T · F̃ i+ 1

2
+ (vi − vi−1)T · F̃ i− 1

2

2∆x

=
vT
i+ 1

2

· F̃ i+ 1
2
− vT

i− 1
2

· F̃ i− 1
2

∆x
−

[[v]]Ti+1/2 · F̃ i+ 1
2

+ [[v]]Ti−1/2 · F̃ i− 1
2

2∆x

=

(
vT
i+ 1

2

· F̃ i+ 1
2
− 1

2
(ψi + ψi+1)

)
−
(
vT
i− 1

2

· F̃ i− 1
2
− 1

2
(ψi−1 + ψi)

)
∆x

−

(
[[v]]Ti+1/2 · F̃ i+ 1

2
− (ψi+1 − ψi)

)
+
(

[[v]]Ti−1/2 · F̃ i− 1
2
− (ψi − ψi−1)

)
2∆x

=

(
vT
i+ 1

2

· F̃ i+ 1
2
− ψi+ 1

2

)
−
(
vT
i− 1

2

· F̃ i− 1
2
− ψi− 1

2

)
∆x

−

(
[[v]]Ti+1/2 · F̃ i+ 1

2
− [[ψ]]i+1/2

)
+
(

[[v]]Ti−1/2 · F̃ i− 1
2
− [[ψ]]i−1/2

)
2∆x

.

De Q̃i+ 1
2

= vT
i+ 1

2

F̃ i+ 1
2
−ψi+ 1

2
, tenemos que al multiplicar la igualdad (2.2) por vTi obtene-

mos:

d

dt
E(ρi) +

Q̃i+ 1
2
− Q̃i− 1

2

∆x
=
ri+ 1

2
+ ri− 1

2

2∆x
,

donde se define ri+ 1
2

:= [[v]]i+1/2 · F̃i+ 1
2
− [[ψ]]i+1/2, llamada producción local de entroṕıa.

De acuerdo a (2.4) ri+ 1
2

= 0 para todo i ∈ Z, luego :

d

dt
E(ρi) +

Q̃i+ 1
2
− Q̃i− 1

2

∆x
= 0, para todo i ∈ Z,

es decir el equema es de entroṕıa conservativo. �

De acuerdo al teorema anterior, la existencia de un par de entroṕıa es importante pa-
ra el diseño de esquemas entrópicos conservativos.
El caso más simple, (N = 1), cualquier función convexa puede usarse como función de
entroṕıa E, la única solución para (2.4) viene dada por

F̃i+ 1
2

=


[[ψ]]i+1/2

[[v]]i+1/2

, si ρi 6= ρi+1

f(ρi), si ρi = ρi+1.
(2.6)

Estudiemos algunos ejemplos sencillos para el caso escalar:
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Ejemplo 2.1.1 El modelo LWR con la forma de Greenshield (1.7) utilizando la entroṕıa

cuadrática E(ρ) = ρ2

2
se obtuvo el flujo de entroṕıa

Q(ρ) = vf

(
ρ2

2
− 2ρ3

3ρm

)
.

La función potencial de entroṕıa para este caso adquiere la estructura

ψ(ρ) = v(ρ)f(ρ)− q(ρ)

= vf

(
ρ2 − ρ3

ρm

)
− vf

(
ρ2

2
− 2ρ3

3ρm

)

= vf

(
ρ2

2
− ρ3

3ρm

)
.

Aplicando (2.6) se obtiene el flujo entrópico conservativo:

F̃i+ 1
2

=
vf

ρi+1 − ρi

[(
ρ2
i+1

2
−
ρ3
i+1

3ρm

)
−
(
ρ2
i

2
− ρ3

i

3ρm

)]

= vf

(
ρi+1 + ρi

2
−
ρ2
i+1 + ρi+1ρi + ρ2

i

3ρm

)
.

Ahora bien, para la entroṕıa E(ρ) = − ln ρ aplicado nuevamente a Greenshield, junto con
su flujo correspondiente, se obtiene

Q(ρ) = vf

(
2ρ

ρm
− ln ρ

)
,

siendo la variable de entroṕıa v = −1/ρ. Con lo anterior se obtiene el potencial de entroṕıa

ψ(ρ) =

(
−1

ρ

)[
vf

(
ρ− ρ2

ρm

)]
− vf

(
2ρ

ρm
− ln ρ

)
= vf

(
ln ρ− ρ

ρm
− 1

)
,

y respectivamente el flujo de entroṕıa

F̃i+ 1
2

=
vf

− 1
ρi+1

+ 1
ρi

[(
ln ρi+1 −

ρi+1

ρm
− 1

)
−
(

ln ρi −
ρi
ρm
− 1

)]

= vfρi+1ρi

 ln
(
ρi+1

ρi

)
ρi+1 − ρi

− 1

ρm

 .
Por otro lado, aplicando la función de entroṕıa E(ρ) = ρ2p con p ∈ N, entonces tenemos
que la variabe de entropia viene dada por v(ρ) = η′(ρ) = 2pρ2p−1, luego

Q(ρ) = vfρ
2p

[
log

(
ρ

ρm

)
+ 1

]
− vfρ

2p

2p
.
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Aśı:

ψ(ρ) = 2pρ2pvf log

(
ρ

ρm

)
− vf

(
ρ2p

[
log

(
ρ

ρm

)
+ 1

]
− ρ2p

2p

)
= vfρ

2p

[
(2p− 1) log

(
ρ

ρm

)
− 1 +

1

2p

]
,

obteniendo la función flujo de entroṕıa

F̃i+1 = vf
ρ2p
i+1

[
(2p− 1) log

(
ρi+1

ρm

)
− 1 + 1

2p

]
− ρ2p

i

[
(2p− 1) log

(
ρi
ρm

)
− 1 + 1

2p

]
ρi+1 − ρi

Ejemplo 2.1.2 Aplicando el esquema al modelo de Underwood, de manera análoga uti-
lizando la entroṕıa cuadrática se obtuvo que

Q(ρ) = vf (ρ
2
m + ρmρ+ ρ2) exp

(
−ρ
ρm

)
y el flujo de entroṕıa

F̃i+ 1
2

= vf
[ρ2
m + ρmρi+1] exp

(
−ρi+1

ρm

)
− [ρ2

m + ρmρi] exp
(
−ρi
ρm

)
ρi+1 − ρi

.

Para la entroṕıa E(ρ) = ρ2p se obtiene la función

Q(ρ) = 2pvf

(
ρ2p−1 − ρ2p

ρm

)
exp

(
− ρ

ρm

)
,

por lo tanto el potencial de entroṕıa es

ψ(ρ) = 2pρ2p+1vf exp

(
− ρ

ρm

)
−2pvf

2p∑
n=1

(−ρm)n

([
n∏
k=0

2p− 1− k

]
ρ2p−1−n

− [
∏n

k=0 2p− k] ρ2p−n

ρm

)
exp

(
− ρ

ρm

)
,

lo cual dificulta aún más el calculo del flujo de entroṕıa.
Si consideramos el modelo de Underwood por aproximación de series de Taylor con la
entroṕıa cuadrática, obtenemos que,

Q(ρ) = vf

(
ρ2

2
− 2ρ3

3ρm
+

3ρ4

8ρ2
m

− 2ρ5

15ρ3
m

)
,

luego se obtiene que,

ψ(ρ) = vf

(
ρ2

2
− ρ3

3ρm
+

ρ4

8ρ2
m

− ρ5

30ρ3
m

)
.
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Ejemplo 2.1.3 Para el modelo de Drake, aplicando la entroṕıa cuadrática obtenemos

Q(ρ) = vf exp

(
−1

2

ρ2

ρ2
m

)
(ρ2 + ρ2

m),

por consiguiente en este caso el potencial de entroṕıa viene dado por

ψ(ρ) = (ρ)

(
vfρ exp

(
−1

2

ρ2

ρ2
m

))
−
(
vf exp

(
−1

2

ρ2

ρ2
m

)
(ρ2 + ρ2

m)

)

= −vfρ2
m exp

(
−1

2

ρ2

ρ2
m

)
.

Por consiguiente el flujo conservativo numérico correspondiente es

F̃i+ 1
2

 −vfρ2
m

exp

(
−
ρ2i+1

2ρ2m

)
−exp

(
− ρ2i

2ρ2m

)
ρi+1−ρi , ρi+1 6= ρi

vfρi exp
(
− ρ2

2ρ2m

)
, otro caso.

(2.7)

Si consideramos la expansión por medio de serie de Taylor, con la entroṕıa cuadrática
obtenemos

Q(ρ) = vf

(
ρ2

2
− 3ρ4

8ρ2
m

+
5ρ6

48ρ4
m

− 7ρ8

384ρ6
m

)
,

por ende,

ψ(ρ) = vf

(
ρ2

2
− ρ4

8ρ2
m

+
ρ6

48ρ4
m

− ρ8

384ρ6
m

)
.

Ejemplo 2.1.4 Una variación del modelo de Greenberg, mejor conocido como el modelo
de Greenberg modificado, tiene como función

φ(ρ) = vf ln

(
ρj + ρ0

ρ+ ρ0

)
,

aplicando la entroṕıa cuadrática E(ρ) = ρ2

2
se obtiene la función

Q(ρ) =
vf
2

[
ρ2 ln

(
ρj + ρ0

ρ+ ρ0

)
− (ρ+ ρ0)2

2
+ 2ρ0(ρ+ ρ0)− ρ2

0 ln(ρ+ ρ0)

]
.

Por lo tanto,

ψ(ρ) = vf

{
ρ2 ln

(
ρj + ρ0

ρ+ ρ0

)
− 1

2

[
ρ2 ln

(
ρj + ρ0

ρ+ ρ0

)
− (ρ+ ρ0)2

2

+2ρ0(ρ+ ρ0)− ρ2
0 ln(ρ+ ρ0)

]}
=

vf
2

[
ρ2 ln

(
ρj + ρ0

ρ+ ρ0

)
+

(ρ+ ρ0)2

2
− 2ρ0(ρ+ ρ0) + ρ2

0 ln(ρ+ ρ0)

]
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Para sistemas de leyes de conservación (N > 1), Tadmor propone la siguiente solución
general para (2.4)

F̃ i+ 1
2

=

∫ 1/2

−1/2

f(vi+ 1
2
(ξ))dξ, (2.8)

donde vi+ 1
2
(ξ) denota la ĺınea recta que conecta a vi con vi+1, i.e.

vi+ 1
2
(ξ) =

1

2
(vi + vi+1) + ξ(vi+1 − vi). (2.9)

Nótese que no siempre es posible calcular (2.8) para todos los caminos en general, como
se hizo en [4]. El flujo desarrollado se construyó con base al siguiente resultado.
Consideremos el esquema conservativo encontrado en [17], implemetado para ecuaciones
de aguas poco profundas por Tadmor y Zhong [18]. En este esquema, si tenemos un
sistema de leyes de conservación N × N , tomamos {rk}Nk=1 y {lk}Nk=1 bases ortogonales
que generan a RN , y un punto xi+ 1

2
. Por otro lado consideremos también dos vectores

de variables de entroṕıa adyacentes v[0] := vi y v[N ] := vi+1. Definamos los siguientes
caminos

v[0] = vi
v[k] = v[k−1] + 〈[[v]]j+1/2, lk〉rk
v[N ] = vi+1.

Con esta notación, introduzcamos el siguiente resultado.

Lema 2.1.1 [17] El esquema conservativo

d

dt
ρi(t) +

F̃ i+ 1
2
− F̃ i− 1

2

∆x
= 0,

con flujo numérico dado por

F̃ i+ 1
2

=
N∑
k=1

ψ(v[k])− ψ(v[k−1])

〈[[v]]j+1/2, lk〉
lk, (2.10)

es entrópico conservativo y consistente.

Demostración:
Primero verifiquemos la consistencia, en efecto, tomando ahora

vi+ 1
2
(ξ) =

1

2
(vi + vi+1) + ξ

〈
lk, [[v]]j+1/2

〉
rk,

el camino construido que conecta a vi con vi+1, y resolviendo la integral de ĺınea (2.8) se
obtiene:

ψ(vj+1)− ψ(vj) = [[ψ]]j+1/2

=

∫ 1
2

− 1
2

d

ds
ψ(vi+ 1

2
(ξ))dξ

=

〈∫ 1
2

− 1
2

f(ρ(vi+ 1
2
(ξ)))dξ, rj+1

〉
〈lj+1, [[v]]j+1/2〉,
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donde, sustituyendo en (2.10) obtenemos:

F̃ i+ 1
2

=
N∑
k=1

〈∫ 1
2

− 1
2

f(ρ(vi+ 1
2
(ξ)))dξ, rk

〉
lk,

por lo tanto:

F̃ (ρ,ρ) =
N∑
k=1

〈
f(ρ(vi+ 1

2
(ξ)))dξ, rk

〉
lk = f(ρ),

es decir, el flujo numérico es consistente.
Por otra parte, multiplicando [[v]]j+1/2 con (2.10) como sigue:

〈[[v]]j+1/2, F̃ i+ 1
2
〉 = 〈[[v]]j+1/2,

n∑
k=1

ψ(v[k])− ψ(v[k−1])

〈[[v]]j+1/2, lk〉
lk〉

=
n∑
k=1

(
ψ(v[k])− ψ(v[k−1])

) 〈[[v]]j+1/2, lk〉
〈[[v]]j+1/2, lk〉

= ψ(v[n])− ψ(v[0])

= ψ(vj+1)− ψ(vj)

= [[ψ]]j+1/2.

Luego, por el Teorema (2.1.1) el equema es entrópico conservativo. �

Con el objetivo de construir un flujo numérico al modelo multiclases aplicando el lema
anterior, se usa la información caracteŕıstica obtenida (los vectores propios a izquierda y
a derecha) y la función potencial de entroṕıa. De esta forma se obtiene el flujo de entroṕıa
conservativo para el modelo multiclases LWR relacionado con la función de velocidad-
densidad de Drake, basados en (2.10).

Comencemos con el par de entroṕıa:

E(ρ) =
∑N

i=1
ρi(ln ρi−1)

vfi
Q(ρ) = φ(ρ)

∑N
i=1 ρi ln ρi − Φ(ρ), (2.11)

donde la función Φ es una primitiva de φ, es decir : Φ′(ρ) = φ(ρ), siendo φ(ρ) la co-
rrespondiente función de Drake. De lo anterior, la variable de entroṕıa correspondiente
es:

v =

(
ln ρ1

vf1
, · · · , ln ρN

vfN

)T
. (2.12)

Luego, el potencial de entroṕıa viene dado por la expresión,

ψ(ρ) =

(
ln ρ1

vf1
, · · · , ln ρN

vfN

)
φ(ρ)

 ρ1vf1
...

ρNvfN

−(φ(ρ)
N∑
i=1

ρi ln ρi − Φ(ρ)

)

= Φ(ρ).
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Observación 2.1.1 Nóte que, debido a la naturaleza de Φ, en el modelo de Drake no
puede ser calculada dicha función por métodos elementales, más bien dicha función es
aproximada por medio expansión en series de Taylor.

Ejemplo 2.1.5 Para el modelo de Drake expandido por series de Taylor la función po-
tencial viene dada por,

ψ(ρ) = ρ− ρ3

6ρ2
m

+
ρ5

40ρ4
m

− ρ7

336ρ6
m

,

luego el flujo numérico entrópico es expresado

F̃ i+ 1
2

=
N∑
k=1

ψ(ρ[k])− ψ(ρ[k−1])

〈[[ρ]]j+1/2, lk〉
lk,

donde
ρ[0] = ρi
ρ[k] = ρ[k−1] + 〈[[ρ]]j+1/2, lk〉rk
ρ[N ] = ρi+1,

siendo rk y lk los vectores propios a derecha e izquierda respectivamente estudiados en la
sección 1.3.2.

A la luz del Teorema 2.1.1, el flujo numérico obtenido es de segundo orden, sin embargo
se puede utilizar combinaciones convexas de estos mismos para obtener flujos de más alto
orden (ver referencia [12]). De acuerdo a lo anterior, tenemos los flujos de mas alto orden
dados por,

F̃
4

j+ 1
2

=
4

3
F̃ (ρj,ρj+1)− 1

6
(F̃ (ρj−1,ρj+1) + F̃ (ρj,ρj+2)),

y,

F̃
6

j+ 1
2

=
3

2
F̃ (ρj,ρj+1)− 3

10

(
F̃ (ρj−1,ρj+1) + F̃ (ρj,ρj+2)

)
+

1

30

(
F̃ (ρj−2,ρj+1) + F̃ (ρj−1,ρj+2) + F̃ (ρj,ρj+3)

)
,

2.2. Difusión numérica

Por otro lado, las soluciones de sistemas de leyes de conservación hiperbólicos desaro-
llan discontinuidades cuando la entroṕıa es disipada, es decir, en tiempos finitos; por lo
tanto los esquemas conservativos descritos con anterioridad producen oscilaciones de alta
frecuencia muy cerca a los choques (ver [18]). Debido a lo anterior, se necesita agregar
un término disipativo que garantice que esa entroṕıa es disipada, para esto usamos el
operador de difusión numérica establecido en [6], definido por

Fi+ 1
2

= F̃ j+ 1
2
− 1

2
Dj+ 1

2
〈〈v〉〉j+ 1

2
, (2.13)
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Donde F̃ j+ 1
2

es un flujo conservativo de alto orden, 〈〈v〉〉j+ 1
2

es la diferencia entre estados

reconstruidos, es decir, 〈〈v〉〉j+ 1
2

= vj+1(xj+ 1
2
)−vj(xj+ 1

2
), y Dj+ 1

2
es la matriz de difusión,

cuya estructura viene dada por

Dj+ 1
2

= Rj+ 1
2
Λj+ 1

2
RT
j+ 1

2
. (2.14)

Aqúı Rj+ 1
2

es la matriz de los vectores propios a derecha de Jρf , y Λj+ 1
2

es una matriz
diagonal positiva que depende de los valores propios del flujo Jacobiano.

Para que el flujo:

F k
j+ 1

2
= F̃

2p

j+ 1
2
− 1

2
Dj+ 1

2
〈〈v〉〉j+ 1

2
; (2.15)

mantenga la estabilidad de entroṕıa, la reconstrucción en las interfaces se realizará me-
diante un procedimiento SP-WENO, el cual se describe acontinuación, primero en el caso
escalar, expresado

Fj+ 1
2

= F̃j+ 1
2
− 1

2
aj+ 1

2
[[v]]j+ 1

2
,

y luego en el caso para sistemas.
Una condición suficiente para que el proceso de reconstrucción usado en el operador
de difusión aj+ 1

2
no destruya la estabilidad de entroṕıa, es aquella condición llamada

propiedad del signo, esto es

sign([[v]]j+ 1
2
) = sign(∆vj+ 1

2
). (2.16)

Esto se formaliza en el siguiente teorema.

Teorema 2.2.1 [19] Para cada interface xj+ 1
2
, si la reconstrucción satisface la propiedad

de signo (2.16), entonces el esquema con flujo numérico

Fj+ 1
2

= F̃j+ 1
2
− 1

2
aj+ 1

2
[[v]]j+ 1

2

es entrópico estable.

Demostración:
Multiplicando el sistema

d

dt
ρj +

Fj+1/2 − Fj−1/2

∆x
= 0

con la variable de entroṕıa vj obtenemos

d

dt
E(ρj) = −

1

∆x

(
Q̃j+ 1

2
− Q̃j− 1

2

)
= −

1

∆x

(
Qj+ 1

2
−Qj− 1

2

)
−

1

4∆x

(
∆vj+ 1

2
aj+ 1

2
[[v]]j+ 1

2
+ ∆vj− 1

2
aj− 1

2
[[v]]j− 1

2

)
.

Nóte que, por la propiedad del signo y aj+ 1
2

no negativo, se tiene que

∆vj+ 1
2
aj+ 1

2
[[v]]j+ 1

2
≥ 0.

Por lo tanto
d

dt
E(ρj) ≤ −

1

∆x

(
Qj+ 1

2
−Qj− 1

2

)
,
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luego, el esquema es entrópico estable.�

A continuación, para el caso de sistemas, se introduce el siguiente resultado, en orden
de preservar la propiedad entrópica estable del esquema con flujo numérico (2.13), modi-
ficando su proceso de reconstrucción.

Teorema 2.2.2 [6] Para cada j ∈ Z, sea Dj+ 1
2

dada por (2.14). Sea vj(x) una recons-
trucción polinomial de la variable de entroṕıa en la celda Ij tal que para cada j, existe
una matriz diagonal Bj+ 1

2
≥ 0 tal que

〈〈v〉〉j+ 1
2

=
(
RT
j+ 1

2

)−1

Bj+ 1
2
RT
j+ 1

2
[[v]]j+ 1

2
(2.17)

Entonces el esquema con flujo numérico (2.13) es entrópico estable con el siguiente flujo
de entroṕıa

Q̃k
j+ 1

2
= Q̃2p

j+ 1
2

− 1

2
vT
j+ 1

2
Dj+ 1

2
〈〈v〉〉j+ 1

2
, (2.18)

donde

Q̃2p

j+ 1
2

:=

p∑
r=1

γpr

r−1∑
s=0

Q̃(ρj−s,ρj−s+r).

Demostración:
Multiplicando la variable de entroṕıa vTj con (2.2) y aplicando (2.13) obtenemos que

d

dt
E(ρj) = −

1

∆x

(
Q̃2p

j+ 1
2

− Q̃2p

j− 1
2

)
+

1

2∆x

(
vTj Dj+ 1

2
〈〈v〉〉j+ 1

2
− vTi Dj− 1

2
〈〈v〉〉j− 1

2

)
= −

1

∆x

(
Q̃k
j+ 1

2

− Q̃k
j− 1

2

)
−

1

4∆x

(
[[v]]T

j+ 1
2

Dj+ 1
2
〈〈v〉〉j+ 1

2
+ [[v]]T

j− 1
2

Dj− 1
2
〈〈v〉〉j− 1

2

)
.

Ahora, omitiendo de momento los ı́ndices en los elementos del paréntesis de la derecha en
la ultima igualdad, y utilizando Bj+ 1

2
≥ 0, (2.14) con (2.17) se obtiene

[[v]]TD 〈〈v〉〉 = [[v]]TRΛRT
(
RT
)−1

BRT [[v]]

=
(
RT [[v]]

)T
ΛB

(
RT [[v]]

)
≥ 0.

Aśı
d

dt
E(ρj) ≤ −

1

∆x

(
Q̃k
j+ 1

2
− Q̃k

j− 1
2

)
,

es decir, el esquema es entrópico estable. �

El teorema anterior nos da condiciones suficientes sobre la reconstrucción para un esque-
ma entrópico estable. Supongamos que vi, vi+1. v+

i , v−i+1 son dados ( v−i+1 = vi+1(xi+ 1
2
),

v+
i = vi(xi+ 1

2
)) y definimos las variables de entroṕıa escaladas

w±i = RT
i± 1

2
vi w̃±i = RT

i± 1
2
v±i



24 CAPÍTULO 2. ESQUEMAS ENTRÓPICOS ESTABLES

Por lo tanto (2.17) se puede escribir como

〈〈w̃〉〉i+ 1
2

= Bi+ 1
2
〈〈w〉〉i+ 1

2
.

Si observamos la igualdad anterior por medio de componentes, y recordando la estructura
de la matriz Bi+ 1

2
se tiene que, para cada l-ésima componente

si 〈〈wl〉〉i+ 1
2
> 0 entonces 〈〈w̃l〉〉i+ 1

2
≥ 0

si 〈〈wl〉〉i+ 1
2
< 0 entonces 〈〈w̃l〉〉i+ 1

2
≤ 0

si 〈〈wl〉〉i+ 1
2

= 0 entonces 〈〈w̃l〉〉i+ 1
2

= 0

, (2.19)

equivalentemente:
sign〈〈w̃l〉〉i+ 1

2
= sign〈〈wl〉〉i+ 1

2
.

Se sabe que el método ENO satisface la propiedad del signo [8], pero el método WENO
estandar falla en esta propiedad. En [7] Fjordholm y Ray construyeron un método WENO
de tercer orden que satisface la propiedad del signo (abreviado SP-WENO3).
Describiremos brevemente el método SP-WENO3 en el caso escalar, denotemos los valores
reconstruidos en las interfaces de celda w+

j+ 1
2

= wj+1(xj+ 1
2
) y w−

j+ 1
2

= wj(xj+ 1
2
). También

definimos el salto en la interface xj+ 1
2

como

θ−j :=
[[w]]j+ 1

2

[[w]]j− 1
2

y θ+
j :=

[[w]]j− 1
2

[[w]]j+ 1
2

,

y las funciones

ψ+
j+ 1

2

:=
1− θ−j+1

1− θ+
j

, ψ−
j+ 1

2

:=
1

ψ+
j+ 1

2

.

Entonces

〈〈w〉〉j+ 1
2

=
1

2

(
w̃0(1− θ−j+1) + w1(1− θ+

j )
)

[[w]]j+ 1
2
, (2.20)

donde w̃0 = 1
4
− 2C2 y w1 = 1

4
+ 2C1 son llamadas las funciones peso, y las funciones C1

y C2 son elegidas como

C1(θ+
j , θ

−
j+1) =


1
8

(
f+

(f+)2+(f−)2

)
, si θ+

j 6= 1, ψ+ < 0, ψ+ 6= −1

0, si θ+
j 6= 1, ψ+ = −1

−3
8
, si θ+

j = 1, o ψ+ ≥ 0, |θ+
j | ≤ 1

1
8
, si ψ+ ≥ 0, |θ+

j | > 1,

y C2(θ+
j , θ

−
j+1) = C1(θ−j+1, θ

+
j ), donde

f+(θ+
j , θ

−
j+1) :=

{
1

1+ψ+ , si θ+
j 6= 1, ψ+ 6= −1

1, otro caso

f−(θ+
j , θ

−
j+1) := f+(θ−j+1, θ

+
j ).

En la referencia [14] se presenta una modificación del SP-WENO, cuyo objetivo es evitar
la disipación numérica en regiones donde la solución tiene un perfil cóncavo o convexo
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sobre la interface xj+ 1
2
. Tal perturbación de la reconstrucción (2.20) preserva la propiedad

del signo del método original y da un mejor control cerca de las discontinuidades. Esta
modificación consiste en introducir una perturbacion en (2.20) sobre la llamada C-región,
que es la región donde θ+

j < 1, θ−i+1 > 1 o θ+
j > 1, θ−i+1 < 1, con el fin que la solución no

sea cero.

〈〈w〉〉j+ 1
2

=
1

2

(
w̃0(1− θ−j+1) + w1(1− θ+

j ) + G
)

[[w]]j+ 1
2
,

donde

G =

(
mı́n

{
|[[w]]j+ 1

2
|

0,5(|wj|+ |wj+1|)
, |[[w]]j+ 1

2
|

})3

.

Además, es necesario modificar las funciones peso en la C-región, tomando

Ĉ1 = mı́n
{

máx
{
C1,−3

8

}
, 1

8

}
, Ĉ2 = mı́n

{
máx

{
C2,−3

8

}
, 1

8

}
,

donde
C1 = C1 − G

4(1−θ+j )
, C2 = C2 − G

4(1−θ−j+1)
.

2.3. Discretización temporal

Para resolver (2.2) manteniendo el alto orden, usaremos el método de Runge Kutta que
conserva la estabilidad fuerte de tercer orden (o abreviado SSPRK) (ver [10]). Este método
consiste en los pasos siguientes

ρ(1) = ρn + ∆tL(ρn),

ρ(2) =
3

4
ρn +

1

4
ρ(1) +

1

4
∆tL(ρ(1)),

ρn+1 =
1

3
ρn +

2

3
ρ(2) +

2

3
∆tL(ρ(2)),

donde

L(ρ)j := − 1

∆x
(f j+1/2 − f j−1/2).

Con el fin de satisfacer la condición CFL, el valor de ∆t es computado adaptativamente
para cada ciclo n, calculando la solución ρn+1 (en el tiempo tn+1 = tn+∆t) con la función
Φ, usando el salto temporal ∆t = CFL∆x/αnmax, donde αnmax es tomado la velocidad
máxima para ρn. Tomaremos el número CFL=0.4 en todos nuestros experimentos.
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Caṕıtulo 3

Experimentos numéricos

En este último caṕıtulo se presentan algunas simulaciones numéricas, cuyos datos son
tomados de [2] para el caso de una clase y de [20] para dos clases.

Los ejemplos numéricos pretenden mostrar el desempeño de los flujos considerados en
este trabajo, los errores en este caso son medidos usando una solución de referencia. Es-
tos errores de aproximación son calculados de la siguiente forma: denotemos ρMi (·, t) la
solución numérica para la i-ésima componente en un tiempo t, calculado en mallas con M
puntos, donde M asume los valores 100, 200, 800, 1600, y ρref

i (·, t) es la solución de referen-
cia calculada con WENO5 (weighted essentially non-oscillatory schemes 5) con una malla
Mref = 6400. En todos los ejemplos, la solución numérica aproximada es obtenida con el es-
quema entrópico estable desarrollado en este trabajo. Asumamos que ρMi (x, t) = ρMj,i(t) =
constante para x ∈ Ij; suponga, mas aún, que ρref

i (·, t) es constante a trozos sobre la malla
unifirme con tamaño de paso L/Mref, donde L es la longitud de la carretera. Para un
tiempo dado t y r := Mref/M ∈ N se calcula el error de aproximación L1 (L1-error) en las
clases i ∈ {1, . . . , N} con

ei = ei(t) = ‖ρref
i (·, t)− ρMi (·, t)‖1 =

1

Mref

Mref−1∑
j=0

|ρref
j,i (t)− ρM|j/r|,i(t)|.

Si definimos ρ̂Mj (t) := ρMj,1(t) + · · ·+ ρMj,N(t) (y análogamente ρ̂ref
j (t)), entonces el L1-error

total aproximado viene dado por

etot = etot(t) =
1

Mref

Mref−1∑
j=0

|ρ̂ref
j (t)− ρ̂M|j/r|(t)|.

En todos los ejemplos, los resultados obtenidos fueron calculados con base en los datos
tomados de [20], donde se considera una autopista de 2km de longitud con condición
inicial ρ(x, 0) = 40τ(x), donde

τ(x) =


10x, 0 < x ≤ 0,1
1, 0,1 < x ≤ 0,9
−10(x− 1), 0,9 < x ≤ 1
0, otro caso

(3.1)

27
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3.1. Resultados para una clase

En esta sección se presetan los datos obtenidos para una clase en los modelos enfocados a
nuestro estudio, los cuales son el modelo de Drake, Greenberg modificado y Underwood. El
modelo de Greenshield no fue considerado en este documento, debido a que se estudió en
[4]. Se muestran los L1-errores y tasas de convergencia para T = 0, 01 y T = 0, 02.
Las Tablas y Figuras 3.1, 3.2 y 3.3 son los datos obtenidos y gráficas correspondientes a
los modelos de tráfico de Drake, Greenberg modificado y Underwood, respectivamente,
donde se comparan las soluciones obtenidas con el esquema SP-WENO3 (circulos) con
M = 100 y el de referencia ya mencionado, WENO5 (ĺınea).

T = 0,01 h T = 0,02 h

EC-SP-WENO3 EC-SP-WENO3

M L1-error Tasa L1-error Tasa

100 1.0016 — 0.8721 —
200 0.4865 1.042 0.4133 1.077
400 0.2301 1.080 0.1949 1.084
800 0.1089 1.079 0.0897 1.120
1600 0.0494 1.139 0.0670 0.419

Tabla 3.1: Datos obtenidos con el modelo de Drake.

T = 0,01 h T = 0,02 h

EC-SP-WENO3 EC-SP-WENO3

M L1-error Tasa L1-error Tasa

100 1.1643 — 0.9790 —
200 0.5305 1.134 0.4867 1.008
400 0.5305 1.156 0.2328 1.064
800 0.1161 1.036 0.1131 1.041
1600 0.0555 1.064 0.0696 0.701

Tabla 3.2: Datos obtenidos con el modelo de Greenberg modificado.

3.2. Resultados para dos clases

En esta sección se realizó un pequeño estudio aplicado al modelo de Drake, estudiandose
en dos clases sobre la carretera (es decir N = 2). Nuevamente se considera el L1-error y
las tasas de convergencia mencionadas en la sección anterior. Además, para el el modelo
de Drake en dos clases se consideró

ρ(x, 0) = 40τ(x)(0,5 0,5)T ,
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T = 0,01 h T = 0,02 h

EC-SP-WENO3 EC-SP-WENO3

M L1-error Tasa L1-error Tasa

100 1.0486 — 0.8970 —
200 0.5137 1.029 0.4184 1.100
400 0.2284 1.169 0.2045 1.032
800 0.1078 1.082 0.1153 0.826
1600 0.0565 0.932 0.0872 0.404

Tabla 3.3: Datos obtenidos con el modelo de Underwood.
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Figura 3.1: Solución aproximada del modelo de Drake, para T = 0,01 (izquierda) y T = 0,02
(derecha), siendo computados mediante SP-WENO3 (circulos) el de referencia con WENO5
(ĺınea)

y v1
f = 60km/h y v2

f = 120km/h, respectivamente.
Recordemos que en el modelo de Drake no es posible hallar una función Φ primitiva
de (1.11), por consiguiente consideramos dicho modelo mediante expansión en series de
Taylor. Por otro lado, en el presente trabajo, a diferencia del art́ıculo [4] donde se halla
el flujo integrando la expansión en series de Taylor, el flujo numérico entrópico es hallado
mediante la expresión (2.10) dada por

F̃ i+ 1
2

=
N∑
k=1

ψ(v[k])− ψ(v[k−1])

〈[[v]]j+1/2, lk〉
lk,

aportando aśı para el modelo de Drake una solución aplicandose la información carac-
teŕıstica para un sistema de leyes de conservación con N = 2.
A continuación observaremos información obtenida en el proceso; similarmente, como fue
presentado en una clase, la Tabla y Figura 3.4 son los datos y gráficas donde se comparan
las soluciones para el modelo de Drake expandido por series de Taylor computados con
SP-WENO3 (circulos) con M = 100 y el de referencia WENO5 (ĺınea).
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Figura 3.2: Solución aproximada del modelo de Greenberg, para T = 0,01 (izquierda) y T = 0,02
(derecha), siendo computados mediante SP-WENO3 (circulos) el de referencia con WENO5
(ĺınea)
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Figura 3.3: Solución aproximada del modelo de Underwood, para T = 0,01 (izquierda) y T = 0,02
(derecha), siendo computados mediante SP-WENO3 (circulos) el de referencia con WENO5
(ĺınea)

T = 0,01 h T = 0,015 h

M L1-e(ρ1) Tasa L1-e(ρ2) Tasa L1-e(ρ1) Tasa L1-e(ρ2) Tasa

100 1.1854 — 0.6050 — 1.1384 — 0.5534 —
200 0.5487 1.111 0.2815 1.104 0.5257 1.115 0.2549 1.119
400 0.2615 1.069 0.1372 1.037 0.2531 1.054 0.1183 1.107
800 0.1179 1.149 0.0635 1.110 0.1189 1.089 0.0527 1.165
1600 0.0583 1.016 0.0325 0.966 0.0626 0.926 0.0287 0.879

Tabla 3.4: Modelo de Drake aprox. series de Taylor (N = 2), SP-WENO-C.
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Figura 3.4: Solución aproximada del modelo de Drake (N = 2), con T = 0,01 (arriba) y T = 0,015
(abajo), siendo computados mediante SP-WENO3 (circulos) y el de referencia con ENO3 (ĺınea);
donde ρ la densidad vehicular global, ρ1 la densidad para la clase 1 y ρ2 la densidad para la
clase 2



Conclusión

La principal contribución de este trabajo fue la construcción e implementación de un
flujo entrópico estable para el modelo de tráfico vehicular con múltiples clases de Drake
aproximado con series de Taylor, tal construcción fue posible debido a la existencia de un
par de entroṕıa (E,Q) para dicho sistema [3], y por otra parte, gracias al desarrollo de
una función de potencial y al uso intensivo de la información caracteŕıstica de la matriz
jacobiana obtenida.
También se usó la propiedad de entrelazamiento de los valores propios de la matriz jaco-
biana para construir el término de difusión, que conlleva a un esquema entrópico estable.
Estas propiedades a su vez han permitido implementar una reconstrucción tipo WENO
con la propiedad del signo.
Con respecto a los experimentos numéricos, en las diferentes tablas errores y las razones
de convergencia (3.1, 3.2, 3.3 y 3.4) se observa que la razón de convergencia es aproxima-
damente 1.
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