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Introduccién

La calidad de un cédigo de correccién de errores cuando se utiliza para
transmisiones de datos depende en gran medida de la velocidad de algoritmos
de codificacion y decodificacion y, por supuesto de la probabilidad de que hallan
errores en la decodificacién. En este trabajo nos interesa la tltima cuestion,
es decir, la probabilidad de que la palabra decodificada no es la transmitida.
Esta probabilidad depende de las propiedades del canal y la estrategia de
decodificacion.

El trabajo esta dividido en cinco capitulos. En el primer capitulo estudiamos
algunos preliminares necesarios para el estudio de la presente temética.

En el capitulo siguiente introducimos las definiciones referentes a las dos
funciones de probabilidad P, y Prq y algunos resultados que relacionan a
dichas funciones entre si.

En el tercer capitulo estudiamos el comportamiento de la probabilidad P,
para dos cédigos lineales, llegaremos a algunos resultados donde los polinomios
enumeradores de pesos juegan un papel fundamental.

En el cuarto capitulo veremos algunas propiedades complementarias de las
dos funciones de probabilidad que se estudian en el presente trabajo.

Por 1ultimo el capitulo cinco es un anexo de la teoria bésica de estadistica y
probabilidad necesarios para el estudio de los temas tratados.
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Capitulo 1

Preliminares

A continuacién presentaremos algunas definiciones y teoremas necesarios
para el desarrollo de la teoria sobre funciones de probabilidad de error para
distancias de decodificacién acotada.

1.1. Primeras definiciones

1.1.1 Definicién. Sea K un alfabeto con ¢ elementos y n € N. Un subcon-
junto no vacio C' de K™ se denomina un cédigo de bloque o simplemente un
codigo, de longitud n sobre el alfabeto K. Los elementos de C' se denominaran
codewords. Si ¢ = 2 0 ¢ = 3, entonces llamaremos a C un c6digo binario o
ternario respectivamente.

K" es el producto cartesiano de n copias de K. Es decir,

K" ={(a1,...,an)|a; € K}.

1.1.2 Observacion. Como no se exige que K sea un cuerpo entonces no pode-
mos afirmar que K" es un espacio vectorial.

A partir de ahora, cada codigo que utilicemos en este trabajo serdn lineales,
esto es, subespacios vectoriales de K™ donde K es un cuerpo finito.

1.1.3 Definicién. Distancia de Hamming:
Sean K un cuerpo finito, digamos |K| = ¢, n € N. Para u = (uq, ..., up),v =
(v1,...,v5) € K™ definimos la distancia de Hamming entre u y v, denotada con
d(u,v), asi:

d(u,v) := {jlu; # vj,j = 1,..n}|.
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1.1.4 Teorema. Sea K un cuerpo finito. Entonces la distancia de Hamming
d es una métrica sobre K". Es decir, para todo u,v,w € K" se verifican

1. d(u,v
2. d
3. d
4. d(u,v) < d(u,w) + d(w,v). (Desigualdad triangular)

Ademas d es invariante bajo traslaciones. Es decir, para todo u,v,w € K™ se
verifica que
d(u+ w,v+w) = d(u,v)

Demostracion. La no negatividad y la simetria son inmediatas.
Sean u = (U1, ..., Upn),v = (V1, ..., Up), w = (w1, ...,wy) € K™ Para la desigual-
dad triangular, note que, si u; # v;, entonces u; # w; o v; # w;. Con lo cual
se sigue la afirmacion.
Por otro lado,

d(u,v) = |{jluj # vj,7 =1, ...,n}|
= |{jlu; + w; #v;j +wj,j=1,...,n}
=d(u+ w,v+ w).

1.1.5 Definicién. Distancia minima
Sea C' < K™ un codigo de longitud n, donde K es un cuerpo finito.

1. Si |C] > 1 entonces la distancia minima de C' con respecto a la distancia
de Hamming se define de la siguiente manera:

d(C) := min{d(c,)|c,d € C,c # ¢}
2. Si |C| =1 entonces definimos d(C) :=0

Si C' < K™ es un codigo lineal de dimension k entonces diremos que C' es un
[n, k, d]-codigo.

1.1.6 Definicién. Sea K un cuerpo finito, r € Ny. Para v € K™ definimos
B, (v) = {ulu € K", d(u,v) < r}

v la llamamos esfera con centro en v y radio r.

CAPITULO 1. PRELIMINARES
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1.1.7 Lema. Si K es un cuerpo finito con |K| = q,u € K™ y r € Ny, entonces

B =Y (%) -,

=0
Es decir, para todo v € K™ la esfera B, (a) tiene el mismo nimero de elementos.

Demostracion. Note que para todo j = 0,1, ..., r se verifica que

olo € K™ i) =51 = (1) (@17

Por lo tanto

T n )
Bl =3 (1) -7
— \J
7=0
En consecuencia, el nimero de elementos de la esfera B,.(u) es independiente
del centro.

1.2. La decodificacion de maxima verosimilitud.

A través de un canal de comunicacion ruidoso un emisor desea transmitir un
mensaje x a un receptor. Las caracteristicas del canal dependen de la natu-
raleza del mensaje que se desea enviar, por ejemplo, datos, sonido o imagenes.
Como ejemplos de canales podemos considerar una linea telefénica, la atmoés-
fera, un CD, un DVD, una banda magnética o un enlace de comunicaciéon
satelital entre otros.

En el proceso de transmisiéon, accidentalmente, pueden generarse alteraciones
del mensaje original, por ejemplo, el ruido atmosférico, las interferencias, cam-
bios en la magnetizacion de la banda o una incisién sobre el CD. El mensaje
original, cuyos caracteres pertenecen a un determinado alfabeto, es transfor-
mado por lo general en forma digital, obteniendo asi una palabra de c6digo o
codeword c. Este proceso se conoce como codificaciéon. Posteriormente el men-
saje pasa por el canal y después de decodificado el receptor obtiene el mensaje
y en algunos casos puede suceder que y # x.

El proceso descrito anteriormente puede ilustrarse de la siguiente manera:

’Fuente ‘7 ’Codiﬁcador ‘7 ’Canal‘ ? ’Decodiﬁcador‘ Y | Receptor

La tarea principal de la teoria de cédigos es codificar y decodificar un men-
saje, ademas de proteger dicho mensaje contra posibles errores presentados en

1.2. LA DECODIFICACION DE MAXIMA VEROSIMILITUD.
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el proceso de transmisién. Un procedimiento sencillo que podria utilizarse es
agregar informacion al mensaje original, por ejemplo repetir n veces el mensaje
enviado. A esto usualmente se le conoce con el nombre de redundancia.

Lo minimo que debemos garantizar en el canal para aspirar a una buena
transmision es:

1. Todo simbolo a € K tiene la misma probabilidad (Ver Capitulo 5)

-1
P —
q

de ser recibido con error.

2. Si un simbolo es recibido con error, entonces cada uno de los ¢ — 1 errores
posibles son igualmente probable.

1.2.1 Observaciones.

1. La condicion (1) establece que la probabilidad de transmitir un simbolo
sin error es 1 —p > % (pues p < %).

2. De la condicion (2) se sigue que la probabilidad de adulteracion en otro

simbolo dado es q% < %.

3. De la condicién (1) se sigue que

p
07
El método de la decodificacion de maxima verosimilitud (ML) suele llamarse
también decodificacién ML, por su nombre en ingles Maximum Likelihood
Decoding.

Sea K un cuerpo finito con ¢ elementos y C' < K™. Para c € C'y v € K™ nota-
mos con P(v|c) la probabilidad condicional de que sea recibido el vector v, dado
que fue enviado el codeword c. Una decodificacién de méaxima verosimilitud o
simplemente una M L-decodificacién, decodifica el vector v € K™ mediante un
codeword ¢ € C, para el cual se verifica que

P(v|c) = méxpecP(v]d).

Es decir, mediante el codeword con mayor probabilidad de haber sido enviado.
Si existe mas de un codeword que alcanza dicho maximo, entonces se elige uno
aleatoriamente.

CAPITULO 1. PRELIMINARES
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1.2.2 Teorema. Sean K un cuerpo finito, C' < K™ un codigo y ¢ € C, en-
tonces para cualquier v € K™ bajo las condiciones impuestas al canal se tiene
que

P(ol) = (1) (1 = p)"~7 con d(v,¢) = J.

Demostracion.

Para v = (v1,...,05) € K"y ¢ = (c},...,¢,) € C las probabilidades condi-
cionales P(v;|c;) de que en el vector recibido v la i-ésima posicion sea v; dado
que en el codeword enviado c¢ su i-ésima posicion es ¢;, son probabilidades que

corresponden a eventos independientes para cada ¢ = 1,...,n, por lo tanto:

n

= P(v1|c1) P(v2|cs) - - - P(vnlcy,)

= ﬁP(viICQ)
i=1

P(v|c) = P((v1, ..., vp)| (] ooy )

Si d(v, ") = j, entonces j posiciones son diferentes, supongamos que i es una
de esas j posiciones, se tiene que
p
P(vilc;) = ——
(vle) = 25

La cual es la probabilidad de adulteracién en otro simbolo. Por otra parte
supongamos que 7 es una de las n — i posiciones donde v, = ¢}, para cada una
de ellas se tiene que

P(v.|c) =1—p,

la cual es la probabilidad de que un simbolo llegue sin error.
De lo anterior se tiene

P(vle) = P(vi]c})P(va|cy) - - - Plunlcy)

p p
Y Y GRS RS WS
1 q—l( p)v( p)
oY (n—j)—veces
j—veces

Por lo tanto:

1.2. LA DECODIFICACION DE MAXIMA VEROSIMILITUD.
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1.2.3 Observacion. Como la funcion

P(u|d) = <(q_1§'ﬁ>ﬂ'<1 —p)"

tiene la forma
f(j) = ak’

cona >0y 0 <k <1 (ver observaciones 1.2.1). La funciéon es decreciente.
Con este andlisis se observa que la decodificacion de maxima verosimilitud
se obtiene cuando j es minimo. Por lo tanto con la decodificacién de maxima,
verosimilitud se obtiene el mismo codeword que con la decodificacién del vecino
mas proximo.

1.3. Los cédigos perfectos

1.3.1 Definicién. Sean C un cédigo sobre un cuerpo finito K, con distancia
minima d y t € Ny.

1. C se denomina un cédigo detector de hasta ¢ errores o simplemente un
codigo t-detector, siy s6losid >t + 1.

2. (' sellama un codigo corrector de hasta t errores o simplemente un c6digo
t-corrector, si y so6lo si d > 2t + 1.

1.3.2 Teorema. Sea C' un cédigo sobre un cuerpo finito K, con distancia
minima d y t € Ny.

1. Si C es un codigo t-detector, entonces para todo ¢ € C se verifica que
Bi(c) no contiene codewords distintos de c.

2. Si C es un codigo t-corrector, entonces para todo ¢, ¢ € C con ¢ # ¢ se
verifica que Bi(c) N By(d) =0

Demostracion.
Sea C un codigo sobre K con distancia minima d y t € Np.

1. Sid > t+ 1y en la transmision de ¢ € C ocurrieron a lo més ¢ errores,
entonces para el vector recibido v € K" se verifica que

dc,v) <t<d-1<d.

Por lo tanto v € Bt(c) y no puede ser un codeword.

CAPITULO 1. PRELIMINARES



Tesis de Maestria 7

2.S1d > 2t+ 1y en el canal ocurrieron a lo més ¢ errores durante la
transmision de ¢ € C, entonces nuevamente el vector recibido v satisface
v € By(c). Supongamos que existe x € By(c) N By(c'). Entonces se verifica
que

d(z,c) <tyd(zd) <t
Por lo tanto usando la hipoétesis se tiene que
d(c,d) <d(c,x) +d(x,d) <2t <d—1<d,

lo cual es una contradiccién. Entonces nuestro supuesto inicial es falso y
se sigue que
Bi(e) N By() = 0.

Si C' es un codigo de longitud n sobre K y distancia minima d, entonces las es-
feras centradas en codewords y con radio L%j son disyuntas. Si todo elemento
de K™ pertenece a alguna de tales esferas, entonces la M L-decodificacién hace
corresponder a cualquier vector recibido un tinico codeword. Por lo tanto la de-
codificacién seria siempre correcta. Entonces resultaria muy conveniente para
la decodificacion, si el espacio K" puede ser recubierto por esferas disyuntas
con radio fijo t y centro en codewords.

1.3.3 Definicion. Sea C un codigo de longitud n sobre un cuerpo finito K.
Diremos que C' es perfecto, si existe t € Ny tal que

K" =] Bi(c)

ceC

es la unién disyunta de las esferas By(c).

1.3.4 Teorema. Si C' es un codigo perfecto sobre un cuerpo finito K con
|C| > 1yt como en la definicion 1.3.3, entonces d(C) = 2t + 1. Es decir, los
cddigos perfectos tienen distancia minima impar.

Demostracion. Dado que |C| > 1, se tiene que d(C) > t.

1. Sean ¢, € C, con ¢ # . Estos existen ya que |C| > 1. Supongamos que
d(c, ) < 2t. Entonces

t <d(C) <d(c,d) <2t

1.3. LOS CODIGOS PERFECTOS
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Sea y € K" el vector construido de la siguiente manera: cdmbiese t
posiciones del codeword ¢ en las que difiere con ¢, de tal manera que
las correspondientes entradas coincidan después con las de ¢’. Entonces
d(d,y) = t. Dado que d(c, ) < 2t, de la construccion de y se sigue que
d(d,y) < t. Entonces y € By(c) N By(c'), lo cual es una contradiccion ya
que C es un codigo perfecto. En consecuencia d(C) > 2t + 1.

2. Sean c € C'y z € K™ el vector construido a partir de ¢, cambiando ¢ 4 1
posiciones de este. Entonces d(c, z) =t + 1 y se verifica que z ¢ By(c).

Dado que C' es perfecto, se tiene que existe ¢ € C con ¢ # cy z € By(c).
Es decir, d(z,’) < t. por lo tanto

d(C) < d(e,d) < d(e,z) +d(z,c) < (t+1) +t =2t + 1.
En conclusion: d(C) = 2t + 1.

1.3.5 Ejemplos. Sea K un cuerpo finito y n € N.
1. C'= K". Es suficiente hacer centro en cualquier vector y tomar ¢t = 0.

2. C ={0}. Se toma como radio la mayor distancia posible entre elementos
de K.

3. Coédigo binario de repeticién de longitud n = 2¢+41, con ¢t € N. En efecto,
este codigo cantiene solamente los codewords v = (0, ...,0) y v = (1,...,1)
y se puede cubrir el espacio K™ tomando las dos esferas con centro en u
y v y radio t.

Presentamos a continuacién un cédigo perfecto no trivial.

1.3.6 Ejemplo. Sea K = Fy y definamos

Cl+c4+C6+C7:0
C:= {(Cl,...,C7)|Cj EK702+C4+C5—|—C7:0}‘
cs+cs+cg+cer=0

Entonces

c1=c4+cg+cy
CQZC4+C5+C7
c3 =¢C5+ Cg+ C7

CAPITULO 1. PRELIMINARES
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y se tiene que
C = {(04 +cg +cr,cq4 + 5+ c7,c5 + cg + c7, ¢4, C5, Cg, C7)|Cj S FQ}.

Si definimos

(1,1,0,1,0,0,0)
(0,1,1,0,1,0,0)

(1,0,1,0,0,1,0)
vr = (1,1,1,0,0,0,1),

Vg
V5 =
Vg =

entonces
C = {047}4 + C5V5 + CeUg + C7'U7’Cj S ]FQ}.

Se verifica que C es un espacio vectorial sobre K y que B = (v1,v2,v3,v4) €8
una base para C. Por lo tanto dimy, C' =4 y asi |C| = 2%.
Listamos a continuacién todos los elementos de C.

0000000 0001101 1111111 1110010

1101000 1000110 0010111 0111001

0110100 0100011 1001011 1011100

0011010 1010001 1100101 0101110

Dado que C' es un grupo abeliano, de la invariancia bajo traslaciones de la
distancia de Hamming se sigue que
d(C) = min{d(c,0)|0 # c € C}.

Todo codeword no nulo que sea solucion del sistema de ecuaciones lineales debe
tener por lo menos tres entradas iguales a uno.

dado que 0001110 € C, se verifica que d(C) = 3. Entonces C es un [7,4, 3]-
cddigo binario, ademéas perfecto. En efecto,

27 27 27

i<7>:1+7:23

7=0 \J

=21 =1C|.

Este codigo pertenece a la familia de los denominados cédigos de Hamming
(Hamg(k)), los cuales estan definidos sobre un cuerpo K, con |K| = ¢ y tienen
parametros

¢" -1
byl
Ademas de los codigos de Hamming existen otros dos codigos perfectos, el
Ga3 v el G11, descubiertos en 1949 por M.J.E.Golay. estos son denominados
el [23,12,7]-codigo binario de Golay y el [11,6,5]-codigo ternario de Golay
respectivamente.

n—k,3).

1.3. LOS CODIGOS PERFECTOS
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1.4. El cédigo dual

Similar como en los espacios vectoriales euclidianos se describe el c6digo dual
con base en una forma bilineal no degenerada, la cual se construye exactamente
igual al producto escalar euclidiano. Para ello, sean K un cuerpo finito, n € N

v definimos
(|):K"x K" — K

mediante

n
(w]v) =Y ujuj,
=1

donde u = (ug, ..., un) vy v = (v1,...Un).
Por ejemplo, si v = (1,0,1,1,0), v = (0,1,0,1,1) € F3, entonces (u | v) = 1.
Contrario a lo que sucede en los espacios vectoriales euclidianos, es posible
que un vector no nulo v sea ortogonal a si mismo. Por ejemplo, sea v =
(1,1,0,1,1) € F3. Note que (v | v) = 0.

1.4.1 Lema. Sean u,v,w € K" y a,b € K. Entonces
L (o | w) = (u|w)+ (v | w)
2. (au|v) =a(u]|wv)

3. (u|v)=(v]u).
Es decir, (- | -) es una forma bilineal simétrica.

4. (0|v)=(v]0)=0

5. Si (u|v) =0, para todo v € k", entonces u = 0.
Es decir, (- | -) es una forma bilineal simétrica no degenerada.

Demostracion. Las demostraciones de las afirmaciones 1-4 son inmediatas.
Para demostrar 5, sea e; el j-ésimo vector de la base canénica de K™. Entonces

0=(ulej) =u;
Por lo tanto u = 0.

1.4.2 Definicién. Sea C un [n, k, d]-c6digo sobre un cuerpo finito K.

1. El cédigo dual de C, notado con C, se define de la siguiente manera:

Ct:={uecK"|(u|c)=0,Yce C}.

CAPITULO 1. PRELIMINARES
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2. C se denomina auto-ortogonal, si C C C*.
3. C se denomina auto-dual, si C = C*.

Puede verificarse sin dificultades que C* es siempre un subespacio vectorial de
K™ aun cuando C sea simplemente un subconjunto de K”. En particular, un
c6digo auto-dual es siempre lineal.

1.4.3 Ejemplos.
1. Sea C un [4,2,2]-c6digo binario dado por
¢ ={(0,0,0,0),(1,1,0,0),(0,0,1,1),(1,1,1,1)}.
Entonces C+ = C. Es decir, C es auto-dual.
2. Sea C un [3,2,2]-c6digo binario dado por
C =1{(0,0,0),(1,1,0),(0,1,1),(1,0,1)}.
Entonces

ct ={(0,0,0),(1,1,1)}.

1.5. Matriz generadora y polinomios enumeradores
de peso de un cédigo lineal

1.5.1 Definicién. sea C un [n, k,d]-codigo sobre un cuerpo finito K y sean

91 = (9115 -,91n)s s 9k = (Gk1, ----gkn) € K™. Si B = (¢1,...,9n) €s una base
para C, entonces diremos que

g1 gir - - - Jin
G=1|.1|=1] . .| € Mat(k x n,K)
9k gk1 - - - Gkn
es una matriz generadora de C.

1.5.2 Teorema. Sea C un [n, k, d]-c6digo sobre un cuerpo finito K. Entonces
G € Mat(k x n, K) es una matriz generadora de C, si y solo si

C = {uG |ue K*}.

1.5. MATRIZ GENERADORA'Y POLINOMIOS ENUMERADORES DE PESO DE UN
CODIGO LINEAL
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Demostraciéon. Supongamos que

g1 g1 - - - Jin

G=\|.|=1] . .| € Mat(k xn,K)

9k gk1r - - - Gkn
es una matriz generadora de C. Si (ug, ..., uy) € K* entonces

uG = (u1g1 + - - - F UkGr1, - - ULGIn + -+ UkGkn)
= U191 + - - UGk € C.
esto demuestra que {uG|u € Kk} CC.C C{uGu e Kk} es inmediata por
que las filas de G forman una base para C.

Reciprocamente, supongamos que C' = {uGlu € K*} y notemos con e;,
j =1,...,k los vectores de la base canénica de K*. Entonces

e1G = g1

erG = gg.
Se tiene que las filas de G pertenecen a C. Por lo tanto
C ={ugr + - - ‘ugklu; € K} = (g1, -, gk)-

Dado que dimgC' = k, se sigue que B = (g1, ...,gx) es una base para C' y se
tiene que G es una matriz generadora para C.

1.5.3 Definicion. Sea C' un [n,k,d]-coédigo sobre un cuerpo finito K, con
k < n. Diremos que H € Mat(n — k x n, k) es una matriz de control para
C, si

C={ueK"|Hu" =0}

1.5.4 Observacién. Se puede demostrar que H es una matriz de control de
C si y solo si H es una matriz generadora de C+.

1.5.5 Ejemplo. En el ejemplo 1.3.6 vimos el [7,4, 3]-c6digo binario de Ham-
ming, una matriz generadora para este cddigo es

1 0001O01
G:0100011
0010111
0001 11O

CAPITULO 1. PRELIMINARES
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Entonces una matriz generadora para el correspondiente cédigo dual es
101 1100
G=10111010
1110001
Listamos a continuacién los codewords del cédigo dual.

0000000 1001011
0101101 0010111
1100110 1011100
0111010 1110001

En general, el codigo dual del codigo de Hamming se denomina cédigo sim-
plex. Lo denotaremos con Simg (k).

1.5.6 Lema. Sea K un cuerpo finito, con | K |= gq.
1. Si 0 # ¢ € Simy(k), entonces d(c,0) = ¢"~ 1.

2. Simg(k) es un qq]i—_ll,k,qk_l -codigo sobre K.

Demostracion. Sea H una matriz de control de Ham,(k), con filas fi, ..., fk.
Sea ademds 0 # ¢ = (cy,...,¢,) € Simgy(k). Dado que H es una matriz gener-
adora de Sim, (k) se tiene que B = (f1, ... fi;) es una base para Simy(k). Por lo
tanto

k k

c= Zajfj = Zaj(fjl, ceny fjn)a a; c K.
j=1 j=1

Sea h; := (f1i, ..., fri)! la i-ésima columna de H y sea a := (ay,...,a;) € K*.

Definamos el conjunto U(a) de la siguiente manera:

k
U(a) = {(b1,-,by)" | b; € K, a;b; =0} € K",
j=1

Se verifica inmediatamente que U(a) = (a)*. Por tanto
dimy, U(a) = dimy(a)t = k — dimg(a)t =k — 1.

qk71—1

En consecuencia U(a) tiene ©.—— columnas h; de H.

Note que

k
C; = 0< Za]f]z =0& (f1i7 "'7fk‘i)t € U(CL)
j=1

1.5. MATRIZ GENERADORA'Y POLINOMIOS ENUMERADORES DE PESO DE UN
CODIGO LINEAL
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qk 1_1
q—1

Esto demuestra que en ¢ hay exactamente ceros. Entonces

k‘—l_l k—l_l

_d"-1 ¢
q—1 q—1 q—1

El resto de la demostracion es inmediata.

q k=1

d(c,0) =n — =q

1.5.7 Definicién. Sean K un cuerpo finito, n € Ny C C K". Para x =
(21, ..., xp) € K™ definimos

wi(z) = d(z,0) = {7 | z; # 0}
y lo llamaremos el peso de z. La funcién wt : K™ — Ny se denomina funcién
peso sobre K"

1.5.8 Definicién. Sea C' un cédigo de longitud n sobre un cuerpo finito K.
Para 0 < j < n, denotamos con A; el nimero de codewords con peso j. Esto
es,

4; = [{e € Clwi(c) = j}].

Entonces, el polinomio definido por
n
Z Al € 7z
§=0

se denomina polinomio enumerador de pesos de C'y el vector (Ag, A1, ..., 4,,)
se denomina la distribucién de pesos de C.

1.5.9 Observaciones.

1. Claramente Ag = 1, dado que el cédigo tiene un Unico codeword con
peso cero, este es el vector nulo.

2. Por la forma como estad definida la distribucién de pesos para un cédigo
C de longitud n se tiene
n
> A =Cl.
§=0

1.5.10 Ejemplo. En el ejemplo 1.3.6 el polinomio enumerador de pesos de C'
es
A=1+72%+ 724 + 2"

ICl=14+7+7+1=16.

CAPITULO 1. PRELIMINARES



Capitulo 2

Las funciones Pye y Pfd

2.1. La funcién P,

2.1.1 Definicién. Sea F, un cuerpo finito, C < Fy un [n, k, d]-cédigo. Si
t < % yp< % es la probabilidad de que cuando se envia un codeword c
cada bit sea recibido con error. Se define P,.(C,t,p) como la probabilidad de
que una palabra w con d(w, ) < t para algin codeword ¢ € C'\{c} se reciba
si ¢ € C es transmitido. Es decir,

Pu(Cit,p) =P(Y € |J Bud)| X =0)
c#d eC

donde X e Y denotan, respectivamente, las variables aleatorias para “enviar un
codeword ¢ € C'y recibir un vector w € Fg”.

2.1.2 Observacion. Se puede notar que la probabilidad P,.(C,t,p) no de-
pendera de la palabra transmitida, asi también tenemos

Pue(C,t,p) = P(Y € J Bi(c)| X =0)
0#ceC

2.1.3 Teorema. Con las condiciones de la definiciéon anterior tenemos:
Pue(Cit,p) = (|C] = 1)P(Y € Bi(0)|X € C ~\{0}).

15
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Demostracion.
Con la observacién anterior

Pu(Cit.p) = P(Y € | Bi(o)|X =0)
0#£ceC

Z Z Y =v|X =0).

0#£ceC ’UGBt )

Dado que
PIY = o|X = 0) = (2" (1 - p) )

v d es invariante bajo traslaciones tenemos que
PY =v|X =0) = (-2

qg—1

=PY =—-—c+v|X = —c).

)d(vfc,fc) . (1 - p)nfd(vfc,fc)

Con lo anterior:

ueCtp Z Z :—C—F’U‘X:—C)

0#c€C veBy(c)

YooY P =uwlX =—0).

0#£ceC we B (0)

Pues v € By(c), si y solo si, w = —c+ v € B(0).

2.1.4 Teorema. Con las condiciones de la definicién 2.1.1. Si A; denota el
nimero de codewords con peso ¢, entonces

Pie(C,0.p) = (1=p)" 3 A; (@—1)?}1—;)))

Demostracion.
Por el teorema 1.2.2 tenemos:

PY=¢X=0)= (q%)z(l _ p)n—i7
donde i = d(c, 0).

Si C; = {c € Clwt(c) = i}, entonces Para los A; codewords de peso i,
tenemos:

P(Y € Cj|X =0) = Ai(q%)iu —p)n

CAPITULO 2. LAS FUNCIONES Pyx Y Prp
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Con lo cual:

Pue(C,0,p) = P(Y € C\{0}|X = 0)

=Py e|JGiIX =0)
=1

=Y AT -

=1 q 1
N g p ’
=) ;Al<<ql><1p>>

2.1.5 Observacion. A la funcion P,.(C,0,p) se le denomina probabilidad de
error no detectado.

2.2. La funcién Py

2.2.1 Definicién. Sean F, un cuerpo finito y C' < Fy un [n, k, d]-cédigo. Si

2
. / . 2 d_].
enviado ¢’ € C'\{c} dado que se recibié w con d(w,c) <t < %=, Esto es,

Pra(C,t,p) = P(X € C\{c}|Y € By(c)).

t<Elyp< q%ql, se define Pyq(C,t,p) como la probabilidad de que se halla

2.2.2 Observacion. Por las condiciones impuestas al canal (equiprobabili-
dad) tenemos
Pra(C,t,p) = P(X € C\{0}]Y € B(0))
2.2.3 Teorema. Sean [, es un cuerpo finito y C' < Fy un [n, k, d]-c6digo. Si
t< d%l yp< q%ql, entonces
1
P(Y € Bt(o)) Pfd(C>tap) = @Pue(07t7p)‘
Demostracion.

P(Y € Bi(0))- Pra(C,t,p) = P(X € C\{0},Y € B(0))

= Z Z P(X =¢Y =w)

0#£ceC we By (0)

= > ) PV =wX=cPX=¢

0#£ceC we By (0)

1
= 7Pue C,t,p .
] ( )

2.2. LA FUNCION Prp
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Esta ltima igualdad se debe a las condiciones impuestas al canal, esto es,

P(X=c¢ = ﬁ

2.3. Relacion entre las funciones Pr;y Py,

A continuaciéon veremos que si C' es un [n, k, d]-codigo sobre un cuerpo finito
K, entonces las funciones Pq(C,t,p) y Pue(C,t,p) solo difieren en términos
que no tienen que ver con el c6digo en si, sino con los pardmetro ¢t y p

2.3.1 Teorema. Sea C un [n, k,d]-c6digo sobre un cuerpo finito K y sea t <
d L entonces:

Pyue(C,t,p)
Pue(Ca t,p) + ZE:O <7Z> pi(l - p)n—i

Ppq(C,t,p) =

>ico <T;> p(L—p)
Pue(C,t,p) + >y <7Z> Pl - pyi

—1-

Demostracion. De acuerdo con lo visto en el teorema 2.2.3 tenemos

Pue(Citp) |
=|C|- Y P(Y € B(0), X = ¢)
ceC
=|C|-) _P(Y € B/(0)|X = ¢)P(X = ¢)
ceC
=|C|-P(X =c)> P(Y € By(0)|X =¢)
ceC
=|C|- ‘C’CGE;PYEBt )X =¢)
=P(Y € B(0)[X =0)+ > P(Y € B(0)|X =¢)

0#£ceC

—Z() P+ Pu(Cut.p).

1=

CAPITULO 2. LAS FUNCIONES Pyx Y Prp
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Dado que P(Y € B,(0)|X =0) = ZZ 0 <n> p'(1—p)" .
Entonces

Pyue(Cit,p)
PUE(C7 t7p> + ZE:O <TZL> pl(l - p)n_i

Pfd(c7t7p) -

Observe que:
O P(Y € B(0) = ) | P(Y € By(c))
ceC

(Ver condiciones impuestas al canal en la seccion 1.2)
es la probabilidad de decodificar hasta ¢ errores. Como consecuencia de ello

tenemos.
2.3.2 Corolario Sea C un [n, k,d]-Codigo y t < %51. Entonces:
1. Pu(C.t,p) < Pra(C,t,p).
2. Pue(C,t,p) = Pra(C,t,p), siy solo si, C es perfecto y t = %.

Demostracion.

1. Por el teorema 2.2.3 tenemos

Pue(Cit,p) _ )
Pra(Crtp) O] - P(Y € By(0)) cez;P(Y € By(e) < 1

Entonces Pue(C,t,p) < Prq(C,t,p).

2. C es perfecto, si y s6lo si, se detectan y corrigen todos los errores, por lo

tanto
Yeec P(Y € Bi(c)) =1
con lo cual b
Pfd ;P (Y € Bi(c
Es decir,

Pue(catyp) = Pfd(Cytap)'

2.3. RELACION ENTRE LAS FUNCIONES Prp Y Pug
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2.3.3 Corolario Si C' es un codigo de longitud n. Entonces

Fra(C.0,p) =1 Py.(C, (()119_) )T(L —p)"
-y
ST A
1
—1-

>ie OA( )(1 p))”

Demostracion.
Por el teorema 2.3.1 tenemos que

>ico <7Z> Pl —p)n
Pu(Citp) + 50, @) I

En particular cuando ¢t = 0 se tiene lo siguiente:

>0 ( ) i(1—p)n
Pfd(C,O,p) =1- .
Pue(C,0,p) + Yty <7:> Pl —p)n

Ppq(Cit,p) =1 —

Dado que
Pue(C,0,p) ZA p)n—i,

se tiene la demostracion del teorema.

2.3.4 Corolario Sean C' y C' [n,k,d] y [n,k,d'] Codigos respectivamente,
para cualquier probabilidad de error en el simbolo 0 < p < q ! y cualquier

t < min{%t, T} las siguientes expresiones son equlvalentes.
1. Pfd(cvt7p) < Pfd(clvt)p)‘
2. Pue(C,t,p) < Pue(C', 1, p).

Demostracion.
1—2

Sea k=Y, <”> pi(1 — p)n.

CAPITULO 2. LAS FUNCIONES Pyx Y Prp
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Por hipétesis tenemos

Pue(c>tup) < Pue(clutvp)

Pya(Ct,p) = -
fd( ) 7p) Pue(catap)+k Pu6(0/7t7p)+k

Pfd(C/, t,p).

Con lo cual
Pue(C,t,p)-Pyue(C', t,p)+kPyue(C, t,p) < Pue(C,t,p)-Pue(C', t,p)+kPyuc(C',t,p).

Es decir
kPue(07 t,P) < kPue(Cla tvp)'

Por consiguiente
Pue(07 t,P) < Pue(C/7 t’p)'

2—=1
Si Pue(C,t,p) < Pue(C',t,p), entonces se tiene trivialmente que como la fun-
cion f(x) = 247 con k > 0 constante es creciente se tiene que

— Pue(cvtvp) Pue(cl,t,p) —
Pra(C,t.p) = iCupr < Pulcoip+r = LralCtp).

Lo cual demuestra el corolario.

2.3. RELACION ENTRE LAS FUNCIONES Prp Y Pug



Capitulo 3

La probabilidad P,(C\t,p)

3.1. Relacién entre la funcién P, y el polinomio enu-
merador de pesos

En esta seccién veremos como el conocimiento del polinomio enumerador de
pesos de un codigo es ttil para describir la funcion P,.(C,t,p) y comparar
dicha funcién para dos cédigos con una cota adecuada para p.

3.1.1 Teorema. Sea C un [n,k,d|,;-codigo, si t < ,p < = Ly A(z) =
Yoo A;x" es el polinomio enumerador de pesos de C, entonces

n

Pue(C,t,p) = ZAZzt:z]: () £ Ji- s(1qul)s

=1 7=0 s=0

(B2

j—s
Demostracion.
Sean c € C, i € {1,..,n} y wt(c) =4. Siv € F' yr € sop(c) N sop(v)©,

entonces la probabilidad de que al ser enviado el vector 0 y recibir al vector v
su r-ésima componente sea v, es

P(v,]0,) =1 — q%,

la cual es la probabilidad de que el simbolo v, de la palabra v no sea adulterado
en otro simbolo.

22
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Si k € sop(c) () sop(v) entonces

p
P(v|0f) = ——
(vk|Ok) 1
la cual es la probabilidad de adulteracién en otro simbolo.
Si sop(c) = {m1,...,m;} v |sop(c) () sop(v)®| = s se tiene que

P('Uml T 'Um¢|01 e 0;) = P('UT‘OT) T ('UT‘OT) P(Uk‘ok) T P(Uk:’ok)

s—veces (i—s)—veces

p p p p
—(1— 2 ). (1= y(Ey.oo 2
a-Loea- L )

s—veces (i—s)—veces
D Ni-s D \s

= 1
7 0=

Por lo tanto si H = {v € F} | |sop(c) N sop(v)C| = s Ad(v,c) = j} y Hy =
{hmy, -y hm, | h € H}, entonces

i P e p
P(Y € Hi|X = 0pi) = )1 - ——)%.
v emix =og) = (1) Lpeas )
Dado que |Hy| = (;

Por otra parte si f € sop(c)® () sop(v), entonces

P(v|0f) = p,

pues es la probabilidad de que el simbolo llegue con error.
Si I € sop(c)® N sop(v)®, entonces

P(v]0;) = 1 —p,

la cual es la probabilidad que el simbolo llegue sin error.
Claramente si v € H, entonces |sop(c)’ () sop(v)] = j — s. Por lo tanto si
sop(c)® = {mji1,...,my}, se tiene que

P(Umi+l"'vmn‘Omi+1"70mn) = P(vf|0f) T P(vf|0f) 'P(Ulyol) co P(Ul‘ol)

g

(j—s)—veces (n—i)—(j—s)—wveces
= (P(v]07)) ™% - (P(wy]0y)" 70 ~*)
— pjfs . (1 _p)nfif(jfs)'

3.1. RELACION ENTRE LA FUNCION Py Y EL POLINOMIO ENUMERADOR DE PESOS
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Por lo tanto si
Hy = {vm;y,--Vm, | v € H},

entonces

n—t
P(Y S HQ‘X = OF(;L—i) = <] . S) P(’Uf‘()f) ce P(’Uf‘OQ'P(’UﬂO[) cee P(Ug’Ol)

(j—s)—veces (n—1i)—(j—s)—veces

<;L__;) (P(vf|05))7~* - (P(v]0,)" =0~

(=)o

J]—S

Dado que |Hy| = <T.L_Z>.
j—s
Como
P(YGH’XZO):P(YleHl’XZOF‘;)P(Y'QEHQ‘X:OF;—z),

se tiene que

(=)o

] — S

Py e HIX =0) = (1) (Lpma - Loy

Con lo cual

CAPITULO 3. LA PROBABILIDAD Py 5(C, T, P)
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Por lo tanto si C' es un [n, k, d]-codigo, A(xz) = Y, Az’ es su polinomio
d—1

enumerador de pesos y t < %=, entonces

Pue(C7t7p) = P(Y € UO#CGCBt(C”X = 0)

B ZA ZZ[() (- Loy

=1 7=0 s= q_l
n—1 j—S(1 _ \n—t—J+s
(522,

Observe que <§L

Cabe destacar que esta probabilidad tiene el mismo valor para todas las A;
palabras de peso 1.

Z) =0cuando j —s >n —1.

3.1.2 Corolario Con las hipotesis del teorema 3.1.1. Para un c6digo 1—corrector
C, se tiene

n—1
PuclCoLp) = Y A9 (L= )" fila = 1) + (1+ ailp
=1
1

= 09 A=) nlg 1)~ p(n — D),

3.1. RELACION ENTRE LA FUNCION Py Y EL POLINOMIO ENUMERADOR DE PESOS
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Demostracion.

- N I P s
%@mwﬂmggﬂy%9<1¢3
(5= pma—prm

=~ q
Hi LT - )
- gAi(L)i(l =)L+ nf__;p + iqp_ L
+Aaqflwu+nﬂglﬂl_qflﬂ

- L
- ; A=) s Jr(iq_—pgp— iqp +ip — ip + ip?
+ A”(%)n[l Lnaen
- ”11 Ai(qll)ip“(l ) (g — 1) + (1 — gi)p(n — 1)p?]
+ j“n(qﬂ)"pl(p +ng—n—np)
- :1 Ai(qil)ipi(l — )" i(g— 1) + (1 + qi)p + (n — 1)p?
* An(%)np"_l["(q —1) —p(n —1)]

CAPITULO 3. LA PROBABILIDAD Py 5(C, T, P)
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3.2. Comparando P,. en dos cédigos con p acotado

Con el fin de comparar P, para dos [n, k, d]-codigos, supongamos que en C
y C’, se pueden calcular los valores del teorema 3.1.1, para un error de simbolo
de probabilidad p suficientemente pequeno, hay una manera facil la cual se
describe a continuacion.

3.2.1 Definicién. Sea f(z) = Y. jaix’ y g(x) = >, bz’ polinomios con
coeficientes no negativos a;,b; € R, se tiene que f(z) < g(z), si y solo si,
(agy ..., an) < (bo,...,b,) en orden lexicografico, esto es, existe [ € {0,1,...,n}
de tal manera que a; = b; para todos los ¢ < [ pero a; < b;. Claramente
f(z) = g() significa que f(z) < g(z) o f(z) = g(z).

3.2.2 Teorema. Sean C'y C’ [n,k,d] y [n, k,d']-codigos con polinomios enu-

meradores de peso A(z) y A'(z) respectivamente. Supongamos que t < min{ %52,

Para algtin p adecuado las siguientes condiciones son equivalentes.
1. Ppa(C,t,p) < Ppa(C',t, p)
2. Pue(C,t,p) < Pyue(C',t,p)
3. A(z) X Al(x).

Demostracion.

La equivalencia de 1. y 2. se debe al corolario 2.3.4 Por lo tanto, es suficiente
demostrar que 2. y 3. son equivalentes. Podemos suponer que A(x) # A'(z) y
que [, es la menor posicion en la que los pesos de C'y C’ son diferentes. Ahora
consideremos la funcion f : [0, 1] — R, definida por:

n

f(p) = Pue<cl7t7p) - Pue(ca tap) = Z(A; - Az)fl(p)>

1=l
donde
50 =X 1) Lo o (020 e

(ver teorema 3.1.1).
Para demostrar este teorema veremos que para un valor de p adecuado la
funcion f(p) > 0, siy solo si, A; — A; > 0, veamos.

3.2. COMPARANDO Py EN DOS CODIGOS CON P ACOTADO

d/

7}
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Como 0 < j <t <[ dado que I > min(d,d') > t, se tiene que para i > [ la
funcion f;(p) es un polinomio que toma la siguiente forma:

filp) = (i) (—Lyimta = Pyt pyn

q—1 q—1
+<ti1> (%)ifﬂrl(l_qf;l)tfl(l_p)nfi
s=j=t—1
o o)
s=35=0
1 P Nt ¢ t! D
= <t> (qfl) [ - k'(t—k)'(_qil)k]
n—i (n—l)' m i Doy
[1_le::1m'(n—i—m)'(_p) ]+<t—1>(q_1) o
S ()} p = .
12— - ) I 2
P _n_i (n=d)!
ot fZ::lf!(n—z—f)!( Pyl

Por lo tanto f;(p) es un polinomio de la forma:

filp) = <z> (qll)”p” +) ap”
k=r

donde r > i — ¢. Por lo tanto f(p) es un polinomio de la forma

1) = (4= 40 () 2 S bl

donde r > [ — t. En particular para p lo suficientemente pequeno tenemos
f(p) > 0, siy solo si, 4) < Aj. Asi, cuando p es sufientemente pequefo, se
tiene que Pue(C,t,p) < Pu(C',t,p), siy solo si, A(x) < A'(x).

3.2.3 Teorema. Sean C'y C' [n, k,d|, y [n, k, d']4-codigos con polinomios enu-

meradores de peso A(z) y A'(z) respectivamente y sea t < min{%, dlgl}.

CAPITULO 3. LA PROBABILIDAD Py 5(C, T, P)
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Supongamos que A(x) # A'(x) y que [ es la menor posicion en las que las

distribuciones de peso de C'y C’ difieren. Si A(z) < A’(x) entonces
Pue(Cit,p) < Pue(C',,p)

para todos los p con

(- a0 (;) ta-)

p<vy= - ; .
(S (1) -0+ (- a0 () (0 1)
Demostracion.
Claramente
Pu(Cit,p) =P(Y € | Bi(¢)|X =0)
0#ceC
= Z {ve U Bilohwt) =221 -p)
0#ceC q

Definamos:

=lfve U Bi0wt(v) =r}|

ceCwt(c)>1

=|{v € U By()|wt(v") =r}|.

eC’ wt(c)>1

Si tomamos m = [ — ¢ entonces 7, = n,. para cualquier r < my 7., —

(4] — A) (i) (ver ecuacion (1) del Teorema 3.2.2). Por lo tanto

f(p) = Pue(C', t,p) — Pue(C, L, p)
—~ p .
:T:m(m nr)(ﬁ) (1-p)
n - / p r
=(1-p) Z;n(n 777")(( 1)(1_p))
=(1=p)" > (n —ny)a"

Nm =

3.2. COMPARANDO Py EN DOS CODIGOS CON P ACOTADO
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donde x = == En las observaciones 1.2.1 vimos que z € [0,1]. Por

1-p
consiguiente.
o) = 1) = (L= (4= 40 () o™+ 3 6= e”)
> (- 40 ()= X w)

R eI HEED oS!

Ahora definamos

a(C,1) =) A
i=l
Y t
o) = B0 = 3 (%) -1y
dado que
;-0 (;) ta -
P=7= n » l ’
S AnSi () - 19+ (-0 (}) -

entonces

Por otra parte

> e <a(CD)b(g,t).

r=m+1

o) = (1= pam (4= A0 () = aa(C. 000, 0)

el lado derecho es > 0 por definicion de y
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3.2.4 Observacion. El factor v en el teorema anterior aumenta si (A; —

l 3 . .
Ar) <t> aumenta. Ademas si A) — A; > ¢ — 1, podemos sustituir v en el

(?) (¢—1)°

7= ;

=00 (1) -0+ (1) -1

Teorema 3.2.3 por

n
dado que Y  A; < ¢* — 1. Podemos observar que 7 solo depende de los
i=l
parametros [n, k,d], y t.

3.2.5 Corolario Sea C un [n, k,d],-codigo, si t < &L, p < q;—l y A(x) =

Yoy Az es el polinomio enumerador de pesos de C', entonces

d - n
L. Pu(C,t,p) > Ag <t> ((q_lfﬁ)d 1 —p)".

) e d _
2.ty 20282 =, () oy

Demostracion.
1. Del Teorema 3.1.1 se tiene

$3(1) g0 s

J= 0 s=

ue(C t p iAz
=1
(Y

Donde cada sumando es no negativo. Teniendo i = d y j = s = ¢, obtenemos:

PuCotop) 2 Aa () - Py -

> 4 (1) Lt pree

2. Por el Teorema 3.1.1 se tiene claramente que
dy, 1 =
Pyue(Ct,p) = Ag (t) (ﬁ)d_tpd_t + Zakpk,
k=r

donde r > d — ¢, obteniendo asi la afirmacion.

3.2. COMPARANDO Py EN DOS CODIGOS CON P ACOTADO
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3.2.6 Ejemplo. Sea K = s y definamos

cit+ca+cg+cr=0
C = {(cl, wncr)leg € Kieo+cqa+c5+cr = 0}.
c3+c5+cg+cr =0
En el ejemplo 1.3.6 vimos que C es un [7,4, 3]-c6digo y por 1.5.10 el polinomio
enumerador de pesos de C es A = 1+ 723+ 7z* +27. Entonces por el corolario
3.2.5 se tiene que

Puc(Cit,p) > 7 (i’) (ﬂp)g_t (1-p)".

Sit=1yp= %, entonces

1 3\ (1\? 2.,
P’LLE 7177 2 o o ~ U, 270233.
(C.1.3) '7(1) (2) (3)7 ~ 0.307270233

3.2.7 Ejemplo. Considere codigos binarios C'y C’ con parametros [15,6, 4]
generados por (IgA) y (IgA’) respectivamente donde I denota la matriz iden-
tidad de orden 6 y

111000000
110100000
A— 0 00O0111O0O0
101111000
01 1100UO0O0O0
101110111
1110000 O00O0
110111110
. 101111110
000110001
0001 01O00O01
0001 0O01O01

C y C' tienen polinomios enumeradores de pesos A(x) = 1 + 8z* + 1626 +
2128 + 16210 + 2212 y A'(z) = 1 + 92* + 512® + 322 respectivamente.

1. Demostremos que P.(C,0,p) < Pu(C’,0,p), si y solo si, A(ﬁ) <
A'(:55).
Dado que

Pue(C,0,p) =P(Y € |J Bo(d)|X =¢)=P(Y € C~{0}|X =0)
c#ceC
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Entonces:
PuclC.0.0) = Y A ) (=) = (1) o A=) ()

Por lo tanto

Pyue(C,0,p) < Pyue(C',0,p), si y solo si,

(1—p)" i; A7) (75) < (1 —p)" Z; A7) ()

Con lo anterior tenemos que:

Pue(C,0,p) < Pue(C',0,p), siy solo si, A(15;) < A'(755) que es lo que
se queria demostrar.

Ahora consideremos la siguiente funcion:

15
p .
fp) = Z(A; - Ai)(l—)’
i=4 b
P 4 P 6 VR P 10 P 12
= (L)t —16(—L—)8 4 30(-—L )8 — 16(—L— RtH)
(ot - 162 02— 16y o+ ()
Note que f(p) > 0 para p lo suficientemente pequeno, por ejemplo si
p<~vy= 6%1 ~ 0,0156 por el Teorema 3.2.3. En realidad f(p) > 0 para

0 < p < 0,2113..., pero f(p) < 0 en el resto del intervalo (0, 3). Por lo
tanto, solo para la probabilidad de error p pequena el codigo C tiene la

menor probabilidad de deteccién de error, Pye.

2. Si usamos C'y C’ para un coédigo 1-corrector, i.e. t = 1 entonces, por
el Corolario 3.1.2 se tiene claramente P,.(C,1,p) < P (C’,1,p) exacta-
mente para 0 < p < 0,1383, pero el valor de v segln el Teorema 3.2.3
resulta ser igual a ﬁ = 0,0039525 , por lo tanto el valor 7 no es sufi-
cientemente bueno para acotar p en el caso t = 1 del presente ejemplo.

El célculo para la cota de p utilizando el Teorema 3.2.2 suele ser dificil de
determinar dependiendo de la distribucion del peso. Sin embargo, en algunas
ocasiones las condiciones adicionales son facilmente comparables para la decod-
ificacion utilizando la probabilidad P,. de dos cédigos para todo 0 < p < q;ql.

3.2.8 Teorema. Sean C' y C' [n,k,d]q v [n,k,d]4-codigos con distribuciones
de peso (Ag, ..., An) y ( O, -, A7) respectivamente. Supongamos que y 7y A; <

g:o Al para todo j = 0,...,n con desigualdad estricta para al menos un j.
Entonces:

3.2. COMPARANDO Py EN DOS CODIGOS CON P ACOTADO
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Pue(O t,p) < Pue(C',t,p)

para todo p con 0 < p < q L v para todo ¢ < mm{d ESRY

Demostracion.
Para probar que P,.(C,t,p) < Pu(C’,t,p) tenemos que demostrar que

Yimo Aifilp) < 1o Aifi(p)-
donde
50 = tal() (7)) 0o (P20 e

(ver Teorema 3.1.1).
Supongamos que se ha probado que fi+1(p) < fi(p) para ¢ = 0,...,n donde
fnt+1(p) = 0. Entonces

flp) = Z(Ag — Ai) fi(p)

n J

fj+1 Z

=0

Il
—~
t&

o

<.

puesto que f;(p)— fj+1(p) > 0 para todos los j supuestos en el teorema implica
que f(p) > 0 para 0 < p < % v la prueba est4 completa, por lo tanto queda
por demostrar que f;11(p) < fi(p) para todo i y cualquier .

Recordemos que fi(p) = P(Y € Bi(c)|X = 0) donde ¢ es una palabra tal
que d(¢,0) = i. note que la probabilidad f;(p) depende solo del peso de ¢y
no del codeword c¢. Claramente f,(p) > fn+1(p) = 0. Por lo tanto podemos
suponer que si ¢ < n y sin pérdida de generalidad, podemos tomar

f’b(p) = EwEBt(c) P(Y = w’X = O)

fir1(p) = ZveBt(E) P(Y =v|X =0).
Observe que para cualquier w € By(c), tenemos
d(w,e) < d(w,c)+d(c,c) <t+1.

Por lo tanto, si w € By(c) \ B:(¢) entonces d(w,c) =ty d(w,¢) =t + 1. Esto
significa que el ultimo digito de w es 0 (cero).
Counsideremos la siguiente biyeccion
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p: Bt(C) — Bt(é).
Propuesta por:

p(w) =w si w € B(c) ) Be()
p(w) =w+csiw e By(e) \ Be(2).

Es féacil observar que d(w,0) < d(p(w),0) para cualquier w € By(c) por otra
parte ya que p < q;ql tenemos

P(Y = w|X = 0) > P(Y = p(w)|X =0)

con desigualdad estricta para w € By(c) \ Be(¢) # ¢.
Finalmente

filp)= Y P(Y =w|X=0)

weEBg(c)

> S P(Y = pw)|X =0)
weBg(c)

= > PY =vX=0)=fi(p)
vEB(C)

Lo que demuestra la proposicién.

Ejemplo.
Sea C el [n = 2F — 1,k,2%"1] codigo binario Simplex. Claramente C' tiene la
siguiente distribucién de pesos:

Ao =1,A91 = 28 — 1 =ny todos los demés A; = 0.

Sea C’ el [n, k] codigo generado por e+ ¢ donde ¢ corre a través de una base
de C'y e = (1,..,1) denota el vector lleno de 1. Facilmente se tiene que C’ tiene
una distribucién de pesos dada por:

Ag=1A5_ ., | = 2’“3_1,A’2k,1 =2F=1 _ 1 y todos los demés A; = 0.

Aplicando 3.2.8 se tiene que
Pue(ca tap) < Pue(CIJ t7p)

para todo 0 < p < % Note que C" es un [2F — 2, k, 21 — 1] cédigo. Esto no es
sorprendente como veremos a continuacion.

Con el fin de tener el siguiente teorema se define el soporte de un cédigo C
de longitud n como:

3.2. COMPARANDO Py EN DOS CODIGOS CON P ACOTADO
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Supp(C) = {i] existe (1, ...,zyn) € C,z; # 0}

3.2.9 Teorema. Sean C'y C’ [n, k]— codigos sobre un mismo cuerpo Fy, con
distribuciones de pesos (Ao, ..., An) y (Ap, ..., A]) respectivamente. Suponga
que:

Zg:o A; < Zg:() Al para todo j =0,...,n.

Si |Supp(C)| = |Supp(C’)| entonces A; = A para todo i =0, ...,n, esto es, C
y C' son formalmente equivalentes.

Demostracion.
Sea r; = A, — A; para i =0, ...,n. Por ([11], 4.5.1), tenemos:

> wt(c) = |Supp(C)|(g — 1)g" .
ceC

En particular,

id; =y wi(c) = |Supp(C)|(q — 1)g* "
1=0 ceC

= [Supp(C")|(q — 1)g""

= Z wt(c)

cdeC’

n

2 : /
— ZAi’

1=0

Por lo tanto Z?:o ir, =0= Z?:l ir;. Se debe tener en cuenta que 71 + 19 +
..+ 7, = 0 cuando |C| = |C|.
De esto se deduce que:

n
0:Zim =r1+2ro+ ... +nry
=1
= +..4+rm)+ et +r)+ i+ (rpo1+10) + 10
nri+...+rm) — [+ 0r14+re)+ oo+ (ri+ oo +r-1)]
= —[7’1 + (7’1 + 7‘2) + ...+ (7’1 + ...+ Tn—l)]-

Puesto que Zgzo ri = Zgzl r; > 0 obtenemos que ZLI r; = 0 para todo
j = 1,..n. Esto demuestra que r; = 0 para ¢ = 1,...n. Por lo tanto A; = A}
para i = 1,...n lo que prueba el teorema ya que, obviamente Ay = Aj,.
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Por la dualidad de MacWilliams la distribucién de un coédigo dual C* esta
determinado de manera tnica por C. Por lo tanto de acuerdo con Py 0 Py,
un c6digo C' y su dual estan relacionados ya que ambas probabilidades solo
dependen de la distribucién de los pesos. Sin embargo, la conexién parece ser
bastante complicada como se muestra en los siguientes ejemplos.

3.2.10 Ejemplos. Por [3], los dos mejores [15,3,7] codigos binarios tienen
polinomios enumeradores de pesos

Alz) =1+ 2" + 22 + 32% + 21°

Al(x) =14 2" + 32% + 229 + 2.

Por MacWilliams facilmente se pueden calcular los polinomios enumeradores
de pesos de los codigos duales, estos estdn dados por:
At = 141022 + 6623 + 1732 4 35825 4 63025 4 82027 + 7952% + 6202 +
38221017021 + 55212 + 14213 + 2214y At = 1 4 1122 + 6223 + 1752 +
3702° +6132° + 81227 482325 4 6122 + 36520 + 1822 + 57212 + 10212 + 3z
respectivamente. En particular A(x) < A'(x) y A+ < A"+

b) Sea C' el codigo binario con matriz generadora

101 001
011000
0 01 110

Es facil comprobar que C es un [6,3,2] codigo con polinomio enumerador de
peso
A(x) =14 2% + 42 + 2 + 5.

El codigo dual €' = C* de C es generado por la matriz
111100
111010
1 00001

C+ es también un [6,3,2] codigo con polinomio enumerador de pesos

Al(x) =1+ 22% + 5zt

Se tiene que A(x) < A'(z), pero A (x) = A(x) < A'(x) = At (x)

3.2. COMPARANDO Py EN DOS CODIGOS CON P ACOTADO



Capitulo 4

Propiedades de las funciones Prqy
PUG

En el capitulo 3 hemos demostrado que Prq y Py son igualmente buenos
cuando se usa para encontrar un cédigo 6ptimo con respecto a la probabili-
dad de decodificacion de distancia limitada. La funcién Pyq lleva una bonita
propiedad, es decir, aumenta mondétonamente si la probabilidad en el error del
simbolo p aumenta monétonamente esto se aplica a P, incluso si se utiliza el
codigo sblo para la deteccidon de errores, es decir, t = 0. Asi, en contraste con
P, la probabilidad de error en la decodificacion P4 siempre refleja el hecho
de que canales menos fiables provocan més errores en las transmisiones lo que
deberia llevar a més errores en el proceso de decodificacion.

4.0.11 Teorema. Sea C un [n, k,d],-codigo y sea t < %, entonces la prob-
abilidad de error en la decodificacion Prq(C,t,p) es una funcién monétona
creciente en p en el intervalo [0, q%ql].

Demostracion. Definamos:

= |{v € Ueec Bi(c)|wt(v) = r}|.

Note que 1, = (n) (g —1)" para r < t. Con esta notaciéon tenemos

N (P T = (L) S (P
Pue(C,t,p)—T;Hnr(q_l) (1 p) (1 p) T;IUT’((q_l)(l_p))
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y
Pue(C,t,p)
Pue(Cot,p) + Yo () (1 — p)n
(L=p)" > i ”T(my

Pfd(Cat7p) -

- n n T n h*
1 -p)" T (mgne) + = 2" Zheo (=)

Si definimos x = m obtenemos
D ormg1 X
Pra(Cit,p) = tr = f(x)-

- —
D orp 1t MeX" A+ Do X

Observe que x es una funcién monétonamente creciente en p en el intervalo
[0, %]. Por lo tanto, al tomar la derivada de f(x), es facil comprobar que
Pq(C,t,p) es una funcién monoétonamente creciente en p en el intervalo [0, Q;ql]
si y s6lo si

n t
S tr = b > 0.
r=t+1 h=0

Para x € (0, 1]. Esto es evidente dado que r > h 'y n,,n, > 0.

El aumento del niimero de errores corregibles debe dar lugar a un aumento
de la probabilidad de error de decodificacién. Este hecho se refleja en ambas
funciones. sin embargo la prueba de Prq resulta ser mucho méas complicada.

4.0.12 Teorema. Si C es un [n,k,d],-codigoy 0 <t <t < %, entonces:
1‘ Pue(Cy t7p) < PUE(C7 tlvp)

2. Pfd(cvtap) < Pfd(c7 tlvp)

para todo p € (0, %).

Demostracion.

1. De acuerdo a 3.1.1 tenemos .
7

Po(C.tp) = Puc(Crtip) + S0, A zzzo[@ ()1 -

£-)° <?_;> P51 — p)"‘i_j+s] donde la suma triple es positiva para
0.

RIS

q
p
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2. Para probar la afirmacion en 2), podemos suponer que t' =t + 1. Tenien-
do en cuenta que para nfmeros reales positivos a, b, c,d la desigualdad
295 < ofq es equivalente a § < 7 la afirmacion puede ser reformulada
de acuerdo con 2.3.1

Pue(catyp) Pue(07t+1ap)
P(Y € B,(0)X =0) ~ P(Y € By1(0)[X = 0)

De acuerdo con 3.1.1 esto es equivalente a

> iea Ai 23:0 (i, j) < >ieq Ai Z;E) a(i, j)
P(Y € Bi(0)|X =0) ~ P(Y € B;+1(0)| X =0)

donde a(i,j) = 7o [ (Z> ()1 2p) (“ - Z> pIs (1—p)n=i=its].

s j—s
Por lo tanto, es suficiente para demostrar para cada i € {d,...,n} que

Yol o Xjhali)
P(Y € Bi(0)|[X =0) = P(Y € B41(0)|X =0)’

lo que significa que

P(Y € Bia(0)|X =0) Y a(, j)
PY € B(0)|X =0) ~ Y _ja(i,j)

(1)

Ahora definamos Dj(c) = {w € F}'|d(c,w) = j} para j = 0,1,...,ny
c € F'. A continuaciéon (1) puede escribirse como

P(Y €Dii(0)[X=0) _  alit+]1)
> i—o P(Y € D;(0)|X = 0) > o ali, )

para d < i < n. Dado que para ntimeros reales positivos a, b, a;, b; obvi-
a b : a b . .
amente 2+ < 3 implica Sar < 35 la desigualdad (1) es verdadera si

parai,jcond<i<nyo<j<t, tenemos:

P(Y € Dir (0| X =0) (it +1)
PY € D;(0)[X=0) ~ afi.j)

(2)

Por otra parte, ya que para ntimeros reales positivos a;, b; las desigual-

dades afl—jl < % (j =0,...,t) implica a;—jl < btb—f es suficiente demostrar
para j = t para probar (2). Ahora fijamos i € {d, ...,n} y tomamos ¢ € I}

CAPITULO 4. PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES Prp Y Pug
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con d(c,0) = i. Observe que «a(i,j) = P(Y € D;(c)|X = 0). Asi que nos
queda demostrar que

P(Y c Dt+1(0)|X = 0) P(Y S Dt+1(0)|X = 0) (3)
PY € D,(0)X =0) = P(Y € Dy(c)| X =0)

hemos

P(Y € Di11(0)|X =0)  Xweppy, (0 PV =w[X =0)

PY €D(OIX=0)  Spepyo) PY = o]X =0)

( . > (¢ — D) (2p) (L — p)nt=!

t+1

) (V) (0 iGEera

(n—1t)p
(t+1)(1-p)

P(Y € Dt+1(0)|X = 0) ZwGDH_l(O) P(Y =c+ w\X = 0)

PY € Dy(c)[X =0) Y ,cp,0) PY =c+v|X =0)

Para terminar la prueba que establece que
I' = {(w,v)|w € Di1+1(0),v € Dy(0),d(w,v) =1}
entonces
(t+1)|Di1(0)] = [ = (n = t)(q — 1)[D:(0)].
Asi nuestra ultima desigualdad (3) puede ser escrita como:

(n—t)P 1 D wwer PV = ¢+ w|X =0)
t+D1 =) g Zwer PY =c+0|X =0)

Es evidente que para los nameros enteros positivos a, b, ¢;, d; (1 < i < m),

las desigualdades § < & implica § < %%le_. Por lo tanto es suficiente
i i=1 i

para demostrar que

p c PV =ct+wlX =0

G0 5= P =crox=0 U
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Para cada (w,v € I'), con desigualdad estricta para cada (w,v) € I
Desde
|d(c +v,0) — d(c+w,0)| <1.

El lado derecho de (4) puede tomar los valores (q_lﬁl_p), 1o a=b=p)
Por ultimo se debe tener en cuenta que (q—l)p(l—p) < (q_l);l_p) y que para

0 # ¢ € C siempre encontramos alguna (w,v) € I" de tal manera que

P(Y =c+uw[X=0) (q=)(1-p)

PY =c+v|X=0) P
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Capitulo 5

Anexo

5.1. Probabilidad

En esta seccién veremos algunas definiciones y teoremas basicos sobre prob-
abilidad.

5.1.1 Definiciéon. Un experimento deterministico es cualquier experimento
que, al repetirse bajo las mismas condiciones, genera siempre los mismos re-
sultados.

Un ejemplo, en fisica, que es un experimento deterministico es la ley de la
gravedad.

5.1.2 Definicion. Un experimento aleatorio (o estocastico) es cualquier ex-
perimento que, al repetirse bajo las mismas condiciones, no genera siempre los
mismos resultados.

Ejemplos familiares de estos experimentos son los juegos de azar, como da-
dos, lanzamiento de monedas o juegos de cartas, entre otros.

5.1.3 Definicidn. Si se realiza un experimento aleatorio, entonces el conjunto
) de todos los posibles resultados de ese experimento se denomina espacio
muestral de resultados). Cualquier subconjunto del espacio muestral se llama
evento. Si un evento tiene un solo elemento se llama evento elemental.

5.1.4 Definicion. Sean A y B dos eventos de un espacio muestral 2. Si los
sucesos A v B no tienen en comuan elementos de 2, entonces se denominan
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mutualmente excluyentes (o disyuntos) y su interseccion A N B es el conjunto
vacio. De esto se deduce que el evento A N B no puede ocurrir.

5.1.5 Definicion. Sean Q # () un espacio muestral y £ un conjunto de eventos
de €. Una funciéon P : £ — R se llama una probabilidad si se cumplen las
siguientes propiedades:

1. La probabilidad de cualquier evento debe ser siempre mayor o igual que
cero, es decir, P(A) > 0, para todo A € £.

2. La probabilidad del espacio muestral siempre es uno, es decir, P(2) = 1.

3. Para cada sucesion de eventos A1, Ao, ... € £ que son mutualmente ex-
cluyentes se cumple que

P(J 4n) =D P(An).

A la tripleta (€2, £, P) se le llama espacio de probabilidad.

5.1.6 Observacion. La serie que aparece en el numeral 3 de la definicién
5.1.5 existe (converge) porque el primer axioma asegura que P(A,) > 0y el
segundo, que

P(J4n) <P =1
n=1
Es decir,

iP(An) — P( [j 4,) <1< .
n=1 n=1

5.1.7 Teorema. Para eventos A, B, C' de un espacio muestral 2 # () se tiene:
1. P(0)=0
2. Silos eventos A, B y C' son mutualmente excluyentes, entonces

P(AUBUC) = P(A) + P(B) + P(C).

3. P(A) =1— P(A), siendo A el complemento de A
0

5. P(A) = P(ANB)+ P(ANB).

5.1. PROBABILIDAD
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6. Teorema de adicién para 2 eventos o formula de Silvester:

P(AuB)=P(A)+ P(B)— P(ANB).
Demostracion. Ver [2] en la pagina

5.1.8 Definiciéon. Sean A y B dos eventos de un espacio muestral  # 0.
La probabilidad condicional del evento A dado el evento B, simbolizada por
P(A|B), se define como

P(ANB)

P(AIB) = =555

, 81 P(B) >0
5.1.9 Definicién. Una funcién X : @ — R del espacio muestral €2 de un

experimento aleatorio al conjunto R de los niimeros reales se llama variable
aleatoria si tiene la siguiente propiedad: para cada x € R, el conjunto

{we QX (w) <z}
es un evento de €.

5.1.10 Observaciones.

1. Las variables aleatorias se simbolizan generalmente con las letras mayts-
culas X,Y y Z. Se utiliza su correspondiente letra mintscula (z,y, 2z en
este caso) para designar sus posibles valores. Asi, por ejemplo, si X repre-
senta a la regla (variable aleatoria) "ntimero de caras que pueden resultar
al lanzar una moneda dos veces", entonces sus valores son = =1, 2, 3.

2. Una variable aleatoria es discreta si y sélo si tiene una cantidad finita o
infinita enumerable de valores.

CAPITULO 5. ANEXO



Lista de simbolos

|G| cardinalidad, niimero de elementos del conjunto G

wt(z) peso de un codeword, nimero de simbolos del codeword
z distintos de cero

sop(x) soporte de un codeword, conjunto formado por todas
las posiciones del codeword x distintas de cero
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